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Algebra.

1. Parte de las matematicas en la cual las
operaciones aritméticas son generalizadas
empleando ntimeros, letras y signos.

2. Arte de restituir a su lugar los huesos
dislocados.
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Una pregunta popular es la literatura sugerida. Esta teoria combina teoria de grupos con algebra lineal;
entonces puede ser ttil cualquier libro de texto sobre estos temas.

Personalmente, recomiendo el libro de texto estdndar estadounidense Abstract Algebra de Dummit y
Foote, que ocupa mdas de 900 péginas y contiene casi todo lo que un estudiante de licenciatura debe
aprender de algebra.

Otro buen libro, més breve, es A Course in Algebra de Vinberg, escrito para los estudiantes de Mosct y
luego traducido del ruso (nos interesan los capitulos 1, 2, 4, 5).

Las representaciones de grupos aparecen en ambos libros, pero también recomiendo el libro Representa-
tion Theory of Finite Groups: An Introductory Approach de Steinberg. Alli nos sirven los primeros 4 capitulos.



Primer dia: Permutaciones

1. Ejemplo primordial: permutaciones

Antes de estudiar grupos, serfa instructivo analizar un caso particular que son los grupos de permuta-
ciones (también conocidos como grupos simétricos).

1.1. Notacién. Si f: X — Y e g: Y — Z son aplicaciones entre conjuntos, su composicién se denota por
gof: X—=2Z,

y es definida por
(gof)(x) =g(f(x)) paratodox € X.

Note que “g o f” significa que primero se aplica f y luego g. La composicién es asociativa: para todo
f:X—=Y,g:Y—=Z h: Z— W tenemos

ho(gof)=(hog)of.
Ejercicio I.1. 1) Sea f: X — Y una aplicacién. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
» Existe una aplicacion f~1: Y — X tal que f ' o f =idx y fo f~! = idy, es decir,
(Flofix)=x (fof YHy)=y paratodox € X, ycY.
= f es inyectiva y sobreyectiva.

Estas condiciones equivalentes significan que f es una biyeccion.
2) Demuestre que la composicion de aplicaciones inyectivas (resp. sobreyectivas, biyectivas) es también inyectiva
(resp. sobreyectiva, biyectiva).

1.2. Definicién. Sea X un conjunto. Una permutacién de los elementos de X es una biyeccién entre X y
sf mismo; es decir, es una aplicaciéon o: X — X tal que existe o !: X — X tal que

o Yo(x)) =c(c ' (x)) =x paratodo x € X.
1.3. Observacion. Las permutaciones de los elementos de X tienen las siguientes propiedades:

1) si oy T son permutaciones, entonces T o o es también una permutacion;

2) la composicion es asociativa:
po(tor)=(poT)oor.

3) existe una biyeccion especial, la aplicacion identidad idy,
idx(x) =x paratodo x € X,

para la cual se cumple
cgoidy =idx oo =o;

4) por definicion, para toda biyeccion o tenemos su aplicacién inversa o' tal que

cloo=0o0 ! =idy.



1.4. Notacién. El conjunto de permutaciones de los elementos de X se denota por Sym(X). Si X es un
conjunto finito de n elementos, podemos suponer que

X ={12,...,n},

y en este caso se usa la notacién
Sy :=Sym({1,2,...,n}).

Una permutacién puede ser escrita como

1 2 ... n
cl) oc2) -+ on))’
donde o (1),0(2),...,0(n) es una sucesion de elementos de X sin repeticiones (asi que i — ¢ (i) es una
biyeccién).

Ejercicio 1.2. Demuestre que |S,| = n!
(Indicacién: use induccién sobre | X|. La base de induccién: el caso X = @, o |X| = 1, si le teme a los conjuntos
vacios; el paso de induccion: |S,| =n-|S,_1].)

Por ejemplo, si X = {1,2,3}, tenemos

) 123y (1 23\_(123 123y (1 23\_(123
1 3 2 213" \312) Y 213 13 2) \2 3 1)
Note en particular que el resultado de composicién depende del orden de permutaciones: en general

Too #00T.

1.5. Notacion. Sea i; algtn elemento de X = {1,...,n} y o una permutacion de X definida por

o(iy) =i,
o(ia) = i3,
o(ix) = i1,

donde iy, ..., i son elementos distintos de X, y o(j) = j para j ¢ {i1,...,ix}. En este caso se dice que o es
una permutacion ciclica de orden k y se escribe

U’Z(iliz ik).

(Obviamente, los indices pueden ser permutados ciclicamente: (iy iy - - - i) = (ip iz -+ - ixi1) = (g ip -+ ig_q1) =
-+, pero normalmente en esta notaciéon se empieza por el indice minimo i;.)
Por ejemplo, la formula (1) puede ser escrita como

() (23)0(12)=(132) y (12)0(23)=(123).
La permutacion identidad es un caso trivial de permutaciones ciclicas. Vamos a denotarla por ( ).

1.6. Observacion. Si (i1 ip - - i) es una permutacion ciclica, entonces

(iyip - i) V= (igig_q -+ i1) = (i ig ig_q - i2).



Ejercicio 1.3. Todas las permutaciones en S3 son ciclicas:

Escriba la tabla de composicion de permutaciones:

Ya hemos calculado (2):

o () (12) (13) (23) (123) (132)
() () (12 (@3 (23 (123 (132
12) | a2 [ 1 @23 [ []
a3 @3 [ 1 | [ 1 [ ]
23) | 23) @32 1 [ [ 1 []
(123) (@23 [ [ ] [ []
(132) (@32 | 1 | [ []

Note que toda permutacion ciclica puede ser escrita como un producto de permutaciones de orden 2 que se llaman
transposiciones:
(i1ip - ix) = (i1 dp) o (iz i3) © (i3 ig) - - - (ix—1 k).

Ejercicio I.4. En general, no todas las permutaciones son ciclicas. Por ejemplo, en Sy tenemos

41190

Demuestre que en general en S, toda permutacion puede ser representada como una composicion de permutaciones
ciclicas disjuntas (sin repeticiones de indices). Por ejemplo, en Sy tenemos las siguientes 24 permutaciones:

()

7

(12), (13), (14), (23), (24), (34),

~—
—~

(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432),
(12)0(34), (13)0(24), (14)0(23).

Note que las permutaciones ciclicas disjuntas conmutan (su composicion no depende del orden), por ejemplo
(12)0(34) =(34)0(12).



Segundo dia: Grupos

Los grupos son unos de los objetos mds importantes en matematicas. Estos apuntes no estdn dedicados
a la teoria de grupos per se, pero vamos a ver algunas definiciones y ejemplos bdsicos, sin entrar en detalles
(que harfan parte de un curso separado).

2. Definicién de grupo
Las propiedades de permutaciones de 1.3 motivan la siguiente

2.1. Definicién. Un grupo G es un conjunto con operaciéon
(x,y) = x*y
que satisface las siguientes propiedades:
1) six,y € G, entonces x xy € G;

2) la operacién * es asociativa:
xx(y*z) = (x*y)*z.

3) existe un elemento neutro ¢ € G que satisface

exxX=x%e=x;

4) para todo x € G tenemos el elemento inverso x ! tal que

y lxx=xxx1=e

2.2. Definicién. Si ademads para todo x,y € G se cumple
X*xY =Y*X,

se dice que G es un grupo abeliano’ o conmutativo.

2.3. Ejemplo.

1) El conjunto S, de la seccién precedente forma un grupo, conocido como el grupo simétrico. No es
abeliano para n > 3.

2) Los ntmeros racionales Q, reales R, complejos C, etc. forman grupos abelianos respecto la adiciéon
+ con elemento neutro 0. Los conjuntos Q \ {0}, R\ {0}, C \ {0} forman grupos abelianos respecto
la multiplicacién - con elemento neutro 1.

(Estos ejemplos son muy especiales porque Q, R, C forman estructuras mds sofisticadas, cuerpos.)
3) El grupo ciclico finito C,, tiene varias encarnaciones. Por ejemplo, es el grupo de rotaciones del

n-gono regular. Si r es la rotacion por 360/n grados, este grupo tiene n elementos 1,7,...," 1, que
son las potencias de r (de alli viene el nombre “ciclico”).

“NieLs HENrik ABEL (1802-1829), un matemético noruego.



A E D C B
BQE AQD EQC DQB CQA
C D B C A B E A D E
1 r r2 3 rd

Rotaciones del pentdgono regular

Es la misma cosa que Z/nZ, el grupo de ntimeros enteros médulo 7 respecto la adicién.

+10 1 2 3 4
0j0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 4 01
313 401 2
414 01 2 3

Adicion médulo 5

(Los elementos de Z /nZ no son numeros enteros m € Z, sino las clases de equivalencia [m] respecto
la relacion “my ~ my <= my; — my es divisible por n”, pero a veces los corchetes no se escriben.)
Los elementos de Z/nZ son1, 1+1, 1+1+1, ..., 1+---4+1, 14+---4+1=0.

n—1 n
También el grupo ciclico es la misma cosa que las n-ésimas raices de la unidad respecto la multipli-
cacién en C*:

py = {2 |k =0,...,n—1}.

Note que en el plano complejo las n-ésimas raices de la unidad son vértices de un n-dgono regular.

Im
A

e27i/5

eZm’~2/5 I/)\
1 > Re
eZﬂiG/SK\/

e27‘[i<4/5

Las raices de la unidad de quinto grado en el plano complejo

Note que aunque es esencialmente el mismo grupo, la operacién en Z/nZ es aditiva y la operaciéon
en y, es multiplicativa.
4) Los ntimeros enteros Z forman un grupo respecto la adicién +. El elemento neutro es 0.

Todo elemento de Z es de la forma £(1+---+1), y por esto Z recibe el nombre de grupo ciclico
——

n
infinito.



5) un estd en un grupo infinito que es el grupo del circulo:

Sl:={zeC||z] =1}

6) El grupo diédrico D, es el grupo de rotaciones y reflexiones del n-gono regular. Se puede ver que
D, tiene 2n elementos. A saber, sea f una de las reflexiones y r la rotacién por 360/n grados. Todo
elemento de D, es un producto de f y 7, y tenemos relaciones f> = 1, 1" = 1, frf = r~! (reflexion
seguida por una rotacién y otra reflexién es rotacién en el sentido contrario). D,, no es conmutativo
paran > 3.

A C B
B’AC AAB CAA
1 r r?

A B C
CAB AAC A
f rf

B A
rf
Las rotaciones y reflexiones del tridngulo

Notemos que cuando 1 = 3, el grupo D3 corresponde a las seis permutaciones de los vértices del
tridngulo. En este sentido, D3 puede ser identificado con S3.

A partir de la definicién se puede deducir varias propiedades e identidades basicas.

2.4. Observacién. (xxy) ' =y 1xx"L

(Note el orden de elementos. Por ejemplo, para vestirse, primero se pone traje y luego abrigo; luego,
primero se quita el abrigo y luego el traje :-)

Demostracion.

-1 -1 -1

*xx D x(xxy) =yt (xx) xy

:yil*e*y
=y txy

:e,'

(y

1 -1

*xx ) =xx(yry Hxx
1

(xxy)*(y~
=X*exX

=xxx !



2.5. Observacion. Tenemos la ley de cancelacién

XkY=X*xZ2=>Y=2

YxX=z%X=>Yy =2

Demostracion. Por ejemplo, en el primer caso,

Xxy=x%z=x Lx(xxy) =x 1k (xxz)

= () xy = (x Tax)xz
Sexy=exz
=>y==z
]
2.6. Observacion. El elemento neutro e € G es tinico.
Demostracion. Si tenemos dos elementos neutros e, ¢’ € G, entonces
e=exe =¢
|
2.7. Observacién. Para todo x € G el elemento inverso x~1 € G es tinico.
Demostracion. Sean y, z dos elementos tales que
YxX=Xxy=e, Z kX=X%Z=e¢.
Entonces
y=yre=yx(x*xz)=(y*x)kz=e%z=2z.
|

Ejercicio II.1. Si la operacién % es asociativa, es decir (x x y) 2z = x * (y * z), entonces en general, por induccion
tenemos la “asociatividad generalizada”: en cualquier expresion x1 % - - - x x,, el resultado es el mismo para cualquier
orden de operaciones (para cualquier modo de poner los paréntesis). Por ejemplo, para cuatro variables tenemos

(x*y)* (z*u)

T~

((xxy)xz)*u xx (y*(zxu))

(x*(yxz))*u xx ((yxz)*u)

Ejercicio II.2 (Para los amantes de la combinatoria). Hay dos diferentes modos de poner los paréntesis en la
expresion x x Y % z:
(x*y)*z, x* (Y *z).



Para cuatro variables, hay 5 opciones:

(xxy)*(zxu), (xxy)*xz)*u, x*x(y*(zxu)), (x*x(y*xz))*u, xx((y*z)*u).

Para cinco variables, hay 14 posibilidades

(((xxy)xz) xu)xv, ((xx (yx2)) xu) xv, ((xxy) * (zxu)) *v,
(xx ((yxz) xu)) 0, (xx (yx (zxu)))xv, ((xxy) x2) * (u*v),
(xx (y*z))* (uxv), (xxy)* ((zxu)x0), (xxy)* (2% (ux0)),
xx (((yrz)xu)x0), xx ((y*( , Xk ((yx2) * (ux0)),
),

z
(
ZxU)

xx (yx ((zxu) x0)), xx (y* (2% (u*0))).

)
)*0)
)*0), x

*
X

En general, para n variables, hay

co_ 1 (2n\ _ (2n\ [ 2n
"Tn+1\n) \n n+1
posibilidades. Estos niimeros se conocen como los niimeros de Catalan (OEIS A000108).

n: [3|4]5]6| 7 [ 8] 9 10| 11 | 12 |-
Cn:|2|5[14]42] 132429 | 1430 | 4862 | 16796 | 58786 | - - -

2.8. Definicién. Se dice que dos elementos x,y € G son conjugados (por z) si

y:z*x*?f1

para algin z € G.

2.9. Ejemplo. Si G es abeliano, tenemos zx x ¥z~ ! = x xzxz~! = x, asi que todos los elementos de G son
conjugados entre si. A

2.10. Observacién. La relacion “x estd conjugado con y” es una relacién de equivalencia.

Demostracion. La relacién es reflexiva, ya que x = ex x x e~ L.

Es simétrica: si y = zx x xz !, entonces x =z~ ! xy * z.

Por fin, si tenemos xp = zq * X1 *x 2] 1 Y X3 = Zp % XoxZ, 1 entonces

1 1 -1

X3 =zpx (zrxxyxzy ) w2y L= (zaxzy) * Xy x (27 v zy ) = (zp % z1) x X1 * (22 % 27)

Para todo x, su clase de equivalencia se llama la clase de conjugacién:

{zxx*z'|z€G}.
En general, x € G no tiene por qué estar conjugado con su inverso x .

Ejercicio I1.3. Verifique que en S3 hay tres diferentes clases de conjugacion:

()
(12), (13), (23),
(123), (132).

10
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Ejercicio I1.4. Recordemos que en S,, toda permutacion puede ser escrita como un producto de permutaciones ciclicas
disjuntas. Se dice que dos permutaciones tienen el mismo tipo de ciclo si en sus descomposiciones las permutaciones
ciclicas del mismo orden aparecen la misma cantidad de veces. Por ejemplo, los tipos de ciclo posibles en Sy estdn
representados por las siguientes permutaciones:

(), (12),(123),(1234), (12)0(34).

Demuestre que dos permutaciones son conjugadas en S, si y solamente si tienen el mismo tipo de ciclo. Por
ejemplo, en S3 tenemos
(123)=(23)0(132)0(23)"".

Indicacién:

= Para ver que permutaciones conjugadas tienen el mismo tipo de ciclo, note que para todo o € S, se tiene

(1 2 .- n) 1 ( 1 2 - n )

go . . . or - . . . ’

i1 iy oo i o(iy) o) - o(in)

asi que la conjugacion por o corresponde a una reenumeracion de {1,...,n} y por lo tanto no afecta el tipo

ciclico.

= Si dos permutaciones tienen el mismo tipo de ciclo, se puede considerar una biyeccién entre ciclos del mismo
orden y para pares de ciclos correspondientes

(o i) < (1 =+ Ji)

definir una permutacion o: iy — jy. Entonces la conjugacién por o identifica nuestras dos permutaciones.

3. Subgrupos y morfismos

3.1. Definicién. Un homomorfismo de grupos f: G — H es una aplicacién tal que

flx*xy) = f(x)* f(y) paratodo x,y € G.
3.2. Ejemplo. La aplicacién identidad idg: G — G es obviamente un homomorfismo. A

3.3. Ejemplo. La aplicacién

Z — Z/nZ,
x+—x (méd n)
es un homomorfismo. A

Ejercicio IL5. Sea (iy,ip,...,in) una sucesion de niimeros entre 1 y n sin repeticiones. Se dice que hay una
inversion si iy > iy para k < L. El signo de tal sucesion es entonces

sgn(iy, iy, ... =

) +1, el miimero de inversiones es par,
7 11’1 - L . B .
—1, el mimero de inversiones es impar.

Para una permutacion su signo es

3) sgn(aéz%l) Uél?z) - a(i?n)> — sgn(in iz, .. in) - sgn(0(ir), o (ia), . .. 0 (in)).

(Normalmente para escribir una permutacion, ponemos en la primera fila (iy,ip,...,in) = (1,2,...,n), donde
no hay inversiones.) Por ejemplo, he aqui los signos de las permutaciones de tres elementos:

11



1
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sgn( ) = sgn no hay inversiones

—_
O8]
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I
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sgn(12) =sgn una inversion 2 > 1

N
W

—_

sgn(13) =sgn tres inversiones 3 > 2,3 >1,2>1

I
|
—_

sgn(2 3) = sgn una inversion 3 > 2

—_
N

—_
W

dos inversiones 2 > 1,3 > 1

|
_|_
-

sgn(123) =sgn

N
—_

—_

—_
P NWOWNWNNDDNRPFLEDNDNDDND
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|
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sgn(132) =sgn dos inversiones 3 > 1,3 > 2

@
N

/\/\/\6\/\/\
_ W
N~
Il
|
—

1) Si en una sucesion
(i1, iy yig, ey in)
se intercambian dos niimeros:
(i1, gy yigy e in),

(es decir, se aplica una transposicién), entonces el signo cambia al opuesto.

., ., ) il in s In
2) Demuestre gue la expresion (3) no depende de la representacion particular de o = ( . ) . ):
ey s y P o(ir) o) -+ o(in)
las permutaciones de columnas no afectan el signo.

(Indicacion: toda permutacion de columnas puede ser representada por una sucesion de transposiciones; el
cambio del signo de la primera fila se recompensa por el cambio del signo de la segunda fila.)

3) Demuestre que sgn(T o) = sgn T - sgn o, es decir, el signo es un homomorfismo de grupos
sgn: S, — {£1}.
4) Demuestre que para una transposicion (i1 i) se tiene sgn(iy ip) = —1.
5) Para una permutacion ciclica se tiene
sgn(iy iy -+ i) = (—1)FL.

6) Elsigno de una permutacion es la paridad del niimero de las transposiciones que aparecen en su descomposicion.
Por ejemplo,

sgn(123) =sgn(12)o(23) =sgn(12)-sgn(23) =(-1)-(-1) = +1.
3.4. Observacion. Todo homomorfismo preserva la identidad:

flec) =en

y los elementos inversos:
f) =fl)

Demostracién. En efecto, tenemos

fleg) = fleg xec) = flec) » f(ec),

12



y entonces f(eg) = ey por cancelacion. Luego, para x € G tenemos

f)*f(x7h) = flxxxh) = fleg) = en

f)xf(x) = f(x7xx) = fleg) = em.
]

La palabra “homomorfismo” viene de las raices griegas opog, “mismo” y popen, “forma”. A veces se
dice simplemente “morfismo”. También es titil conocer otras raices griegas: mono-, epi-, iso-.

3.5. “Definicién”. Un homomorfismo de grupos f: G - H

= es un monomorfismo si y solamente si es inyectivo (f(x) = f(y) si y solamente si x = v);
= es un epimorfismo si y solamente si es sobreyectivo (para todo y € H existe x € G tal que f(x) = y);

= es un isomorfismo si y solamente si es biyectivo (inyectivo y sobreyectivo).

En particular, un isomorfismo de grupos es la misma cosa que un mono- y epimorfismo al mismo
tiempo. Cuando entre G y H existe un isomorfismo, se escribe G = H.

(He puesto “definiciéon” entre comillas y he escrito las palabras “si y solamente si” porque en realidad, las
definiciones correctas de mono-, epi-, iso- son diferentes, pero en el caso de grupos son equivalentes a las
de arriba.)

3.6. Ejemplo. Entre el grupo aditivo (R, +) y el grupo multiplicativo (R~, -) hay un isomorfismo definido
por la funcién exponencial exp: R — Ry y el logaritmo log: R-g — R.

etV =e¥.e¥, log(x-y) =logx-logy, loge* =x, 8% =x.
A
3.7. Ejemplo. Una biyeccién entre conjuntos X = Y induce un isomorfismo Sym(X) = Sym(Y). A

3.8. Definicién. Si G es un grupo, entonces H C G es un subgrupo si e € H y para todo x,y € H también
x~! € Hy xxy € H. En otras palabras, H es un subconjunto que es un grupo respecto a la misma
operacion.

Ejercicio I1.6. Si Hy C Gy Hy C G son subgrupos de G, entonces Hy N Hy es también un subgrupo. Note que
Hy U Hy no tiene por qué ser un subgrupo (por ejemplo, para py C S' y pp C S analice pn O pim Y thn U pim)-

3.9. Ejemplo. Como hemos notado en 2.3, ji, es un subgrupo de S!. A
3.10. Ejemplo. Lainclusiéon {1,...,n —1} < {1,...,n} induce una inclusién de subgrupos S,,_1 C S,,. A
3.11. Ejemplo. Para un elemento fijo x € G el subgrupo ciclico generado por x es

(x) ={x"|nezj},

donde
Xk---xX, n>0,
n
x" = e, n=0,

(x%---xx)"1, n<O.



Este grupo puede ser o bien infinito (cuando G es infinito), y en este caso es isomorfo a Z; o bien finito,
y en este caso es isomorfo a C;. El isomorfismo es dado por

x" = n.

En breve vamos a ver que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de S, para algin #.
Ejercicio II.7. Determine todos los subgrupos de Ss.
3.12. Observacién. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces su imagen
imf:={f(x)|xeG} CH
es un subgrupo de H.

Demostracién. Primero, ey = f(eg) € im f. Luego, si f(x), f(y) € im f, entonces f(x) * f(y) = f(xxy) €
im f. Si f(x) € im f, entonces f(x)~! = f(x~!) € im f. ]

3.13. Observacion. Si f: G — H es un monomorfismo, entonces
G=imf.

Demostracion. f es inyectivo por nuestra hipétesis, y la aplicacién correspondiente G — im f es sobreyec-
tiva por la definicién de im f. |

3.14. Teorema (Cayley). Todo grupo finito de n elementos es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Demostracion. Para todo elemento fijo x € G podemos considerar la siguiente aplicacion:

¢x: G =G,
Z > X% Z.

¢x no es un homomorfismo, pero es una biyeccién (es decir, una permutacién de los elementos de G).
En efecto, notemos que

‘PX*y(Z) =(xxy)xz=x%(yxz) = 4’X(¢y(z)) = (‘Pxofpy)(z)'

Esto implica que la aplicacién inversa para ¢y es ¢,—1 y que tenemos un homomorfismo de grupos

¢: G — Sym(G),
X = Py.

Este homomorfismo es visiblemente inyectivo: si x # y, entonces ¢x # ¢, (por ejemplo, x = ¢x(e) #
¢y(e) = y). Se concluye que
G =im¢ C Sym(G) = §,.

Los fundadores de la teorfa de grupos estudiaban solamente los grupos de permutacién finitos S, y
sus subgrupos. En efecto, el término “grupo” viene del “grupo de permutaciones”.

Ejercicio I1.8. Analice el teorema de arriba en el caso G = Cs. ;Cudl subgrupo de Ss es isomorfo a G?
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Tercer y cuarto dia: Algebra lineal

Aunque un tipico curso malo de 4lgebra lineal de primer semestre se dedica al calculo de determi-
nantes de matrices de 5 X 5 y otras cosas intitiles y fastidiosas, en realidad algebra lineal estudia espacios
vectoriales y aplicaciones lineales entre ellos.

A partir de ahora k denota un cuerpo. El lector que todavia no conoce esta nocién puede pensar en
k=Q, R, C, etcétera.

4. Espacios vectoriales

4.1. Definicién. Un espacio vectorial sobre k es un conjunto V junto con dos operaciones: la adicién de
vectores

+:VxV =YV,
(u,v) —»u+o,

y la multiplicacién de vectores por los elementos de k:

kxV—1V,
(A v) = Ao

Se piden los siguientes axiomas:

1) V es un grupo abeliano respecto a la adicién +. Esto quiere decir que la adiciéon es conmutativa
(u+v = v+ u), asociativa (u + (v +w) = (u + v) + w), posee el elemento neutro 0 € V (el vector
nulo) tal que 0+v = v+ 0 = v, y para todo vector v € V existe el vector opuesto —v tal que
v+ (—v) = (-v)+v=0.

2) Para cualesquiera A € ky u,v € V se tiene
A(u4v)=A-u+A- o
3) Para cualesquiera A, u € ky u € V se tiene
(Ap)-u=A-(u-u).
4) Para cualesquiera A,y € ky u € V se tiene
A4+p) - u=A-u+pu-u.

5) Para todo u € V se tiene
1-u=u.

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de k a veces se llaman escalares.
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4.2. Ejemplo. R" es un espacio vectorial sobre IR, con la adicién de vectores y multiplicacién por escalares
habitual. En general, para cualquier k se tiene un espacio vectorial

k' :={(x1,...,xn) | x; € k},

con adicion
(X1, %)+ (W1, yn) == (X1 4+ Y1, o, Xn + Yn)

y multiplicacién escalar
Ao(xg,.o0,x0) = (Axg, ..., Axy).

A

4.3. Ejemplo. Es facil verificar que C es un espacio vectorial sobre R y R es un espacio vectorial sobre Q
respecto la adicién y multiplicacién habitual. A

Las siguientes propiedades se siguen de los axiomas:
4.4. Observacién. Sea V un espacio vectorial.
1) A-0=0para todo A € k y el vector nulo 0 € V.

2) 0-v = 0 para todo v € V (la notacién es un poco ambigua: aqui a la izquierda tenemos el escalar nulo y a la
derecha el vector nulo).

3) A (—v)=—(A-v)paratodo A € k,v € V.
4) A-(u—v)=A-u—A-vparatodoA € k,u,v €V.
5 (=1)-v=—vparatodov € V.
6) A—p)-v=A-v—p-vparatodo A,y € k,v e V.
Demostracion.
1) Tenemos A-0=A-(04+0) =A-0+A-0,y por cancelacién se concluye que A -0 = 0.
2) De modo similar, 0-v = (04+0)-v=0-v+40-0, y por lo tanto 0-v = 0.
3) Notamos que A -v+A-(—v)=A-(v—v)=A-0=0.
4) Siguede3): A-(u—v)=A-(u+(-v)) =A-u+A-(-v)=A-u—A-o.
5) Tenemos v+ (—1)-v=1-v4+(-1)-v=(1—-1)-v=0-v=0.
6) A—pu)-v=A+(-1)-u)-v=A-v+(-1)- (p-v)=A-v—pu-v.

4.5. Definicién. Sea V un espacio vectorial. Se dice que U C V es su subespacio si

1) U es un subgrupo de V respecto la adicién de vectores (0 € U, u +v € V paratodou,vc V, —v e U
para todo v € V)

2) A-ve Uparatodov € Uy A € k (note que esta condicién in particular implica —v = (—1) -v € U
para todo v € U).

4.6. Ejemplo. V siempre tiene dos subespacios triviales: todo V y el subespacio 0 formado por el vector
nulo. A

4.7. Ejemplo. En R los vectores paralelos a una recta o plano fijo forma un subespacio vectorial. A

Ejercicio IIL1. Si U C Vy W C V son dos subespacios en V, entonces U NW es también un subespacio.
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5. Bases y dimensién
5.1. Definicién. Una expresion de la forma
U=A 014+ -+ Ay -0y

para u,vy,...,v, € V, A € k se llama una combinacién lineal. Se dice que no es trivial si (A1,...,A,) #
(0,...,0).
Se dice que los vectores vy,...,v, son linealmente dependientes si existe alguna combinacién no
trivial
0:A1.01+...+An.vn;

cuando ninguna combinacién no trivial de vy, ..., v, es nula, se dice que vy, ..., v, son linealmente inde-
pendientes.

5.2. Ejemplo. Dos vectores en IR? son linealmente dependientes si y solamente si son colineales. Tres
vectores en R? son linealmente dependientes si y solamente si son coplanares. A

Ejercicio II1.2. Sea X un conjunto de vectores de V. Entonces todas las combinaciones lineales de elementos de X:

(X) := {sumas (finitas) Y Ay -0}

veX

forman un subespacio (X) C V, que es el subespacio minimo que contiene a todos los vectores de X. Este subespacio
se llama la envolvente lineal de X. También se dice que V es generado por X.

5.3. Definicién. Se dice que V es un espacio de dimensién finita si V = (X) para un conjunto finito X.

5.4. Observacion.

1) Los vectores vy, ..., vy (para n > 1) son linealmente dependientes si y solamente si alguno de ellos puede ser
expresado como una combinacion lineal de los otros.

2) Sean vy, ...,vy vectores linealmente independientes. Entonces vy, ..., vy, u son linealmente dependientes si y
solamente si u puede ser expresado como una combinacion lineal de vy, ..., vy.

3) Si u es una combinacion lineal de v, ...,vy:
U=MA-v1+--+A,-0y,
entonces esta expresion es iinica si y solamente si v1, . .., v, son linealmente independientes.
Demostracion. En la parte 1) En una direccién, si tenemos
V1 =AU+ Ay Uy,

entonces
v1— AUy —--— Ay -0, =0.

En la otra direccidn, si tenemos una combinacién lineal no trivial
0:A1-01+~~~—|—An-vn,

sin pérdida de generalidad, A1 # 0, y luego



En la parte 2), si u es una combinacién lineal de vy,...,v,, entonces vy,...,v,,u son linealmente
dependientes como acabamos de ver. En la otra direccién, si tenemos

O:)\l.vl_i_..._'_/\n.vn_‘_y.ul

donde (Ay,..., Ay, ) # (0,...,0,0), entonces u # 0 (en el caso contrario, vy, ...,v, serian linealmente
dependientes) y podemos escribir

En la parte 3), notamos que si u posee dos expresiones lineales
U=A1 014+ A0y =A 0+ AL,
entonces v, ..., vy, son linealmente dependientes:
0=A1—A)) o1+ + (A —Ap) - Op.
En la otra direccion, si tenemos una dependencia lineal entre vy, ...,v;:
O=p1 014+ pn-op,

entonces podemos escribir
u= (M +p1) o1+ + An+pn) - on
[ ]
5.5. Definicién. Una base de V es una coleccién de vectores linealmente independientes X tal que V =

(X).

5.6. Ejemplo. En R? dos vectores no colineales forman una base. En IR tres vectores no coplanares forman
una base. A

5.7. Ejemplo. Todo nimero complejo puede ser representado de modo tinico como z = x + iy donde
x,y € R, y se tiene

(x1+iy1) + (xo+iya) = (x1+x2)+i(y1+y2), A(x+iy)=(Ax)+i(Ay).

R como un espacio vectorial sobre Q no posee una base finita. Su base infinita se conoce como base
de Hamel y su existencia no puede ser justificada sin el axioma de la eleccién (estas cosas se estudian
detalladamente en el curso de 16gica; son un mal necesario para demostrar muchos resultados en algebra).

A

5.8. Ejemplo. Los espacios vectoriales como R" o k" en general poseen una base especial: tenemos los
vectores
e1:=(1,0,...,0), e2:=(0,1,0,...,0), ..., e, :==(0,0,...,0,1)

tales que todo vector de k" se expresa como una combinacién lineal de e, ..., e,;. En un espacio vectorial
abstracto no hay ninguna base preferida. A

5.9. Proposicién.

1) Todo espacio vectorial de dimensidn finita posee una base. Especificamente, si X es un conjunto finito tal que
V = (X), entonces se pueden escoger algunos elementos de X que forman una base.
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2) Si 'V es un espacio vectorial de dimension finita, toda base de V tiene el mismo niimero de vectores, que se
llama la dimension de V y se denota por dim V.

Demostracion. En 1), si V = (X) y X no es una base, esto significa precisamente que algtin elemento v € X
puede ser expresado como una combinacién lineal de los otros. Podemos quitarlo entonces y considerar
X\ {v}, etcétera. Asi quitando uno por uno los vectores redundantes, eventualmente se termina con un
conjunto linealmente independiente, que es una base.

En 2), supongamos que hay dos bases

(v1,...,00) v (U1,..., Um).

Sin pérdida de generalidad, m > n. Podemos expresar los vectores u; como combinaciones lineales de los
(N

Uy =p11-01+p12-02+ -+ Min - On,
Up = Ho1 - U1 + Y22 - U2+ -+ + U2y - U,

Um = Um1 01+ Um2 - 02+ -+ Wann - Un.

Luego, una combinacién lineal de los u; puede ser escrita como

AMur+A uy+ -+ Ay = (/\1]/111 +)\2;421+---+Am;4m1)-01+
(M p2+A2po2 + -+ A i) - 02 +
(A1 pan + A2 o + -+ A o) - On.-

Ahora si m > n, entonces el sistema de ecuaciones lineales

Mpunn+Apor+-+Ampn = 0,
Mup+A2un + -+ Aupm2 = 0,
Mpin+Apon+ -+ A gn = 0

tiene una solucién no trivial (Ay,...,Ay) # (0,...,0). Pero tal solucién nos darfa una dependencia lineal
AMug+Mur+---+ Ay uy =0,
que es imposible ya que u#; forman una base. Entonces m = n. |

5.10. Definicién. Una aplicacién lineal entre espacios vectoriales
fru—=v
es una aplicacién que satisface

fluto)=fw)+f(v), f(A-0)=A-f(0)

para cualesquierq u,v € V, A € k.
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Recordemos que una matriz es un modo de especificar una aplicacion lineal f: k" — k™. A saber, es
una tabla A de m x n (a saber, m filas y n columnas) donde 4;; es la i-ésima coordenada de f(e;).

Ejercicio II1.3. Comprobar que la multiplicacion de matrices corresponde a la composicion de aplicaciones lineales.
La matriz identidad corresponde a la aplicacion identidad.

5.11. Definicién. Una aplicacién lineal f: U — V se llama invertible si existe una aplicacién lineal
f1:V - Utalque flof =idyy fof ! = idy. También se dice que f es un isomorfismo de
espacios vectoriales y se escribe U = V.

Para matrices, recordemos que una matriz A de n x n es invertible si existe A~! tal que A- A~! =
ATl A=1d

Ejercicio IIL.4. Una aplicacion lineal f: U — V es invertible si y solamente si es biyectiva.

5.12. Observacioén. Todo espacio vectorial que posee una base finita de n vectores es isomorfo a k". Es decir, si
dim V = n, entonces hay un isomorfismo V = k" (que no es candnico y depende de la eleccién de la base).

Demostracién. Sieq,...,e, es una base, todo vector de V es de la forma
Arer+-+Anen,

y la aplicacién

f: V=K,
AMer+ -+ Apen = (A, Ay)
es lineal y biyectiva. |
5.13. Ejemplo. C es isomorfo a R? como un espacio vectorial sobre RR. A

5.14. Definicién. Para un espacio vectorial V, el grupo lineal general GL(V) es el grupo de aplicaciones
lineales invertibles V — V respecto la composicion.
Para matrices, el grupo GL, (k) es el grupo de matrices invertibles de n x n con elementos en k.

5.15. Ejemplo. GL;(k) = k* :=k\ {0}. A

Todo espacio vectorial V de dimension n es isomorfo a k", y las aplicaciones lineales (invertibles)
k"™ — k" son precisamente las matrices (invertibles) de n x n. Esto nos da un isomorfismo de grupos (no
candnico)

GL(V) = GL, (k).

Recordemos que el grupo GL(V) no es abeliano. Para matrices esto significa que en general A - B #

B-A.

Ejercicio IIL.5. Encontrar dos aplicaciones lineales (o matrices) que no conmutan.

El grupo de aplicaciones lineales invertibles GL(V) es un andlogo lineal del grupo de permutaciones
Sym(X).

En la dltima leccién vamos a necesitar otra definicién de algebra lineal: la traza. Recordemos que la
traza de una matriz es la suma de sus coeficientes diagonales:

ain 4z o A1n
apy dzp - d2p

tr . . X . =4y +axp+ -+ ann.
Ayl Ap2 - Gnn
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Ejercicio IIL6. tr(A-B) =tr(B- A).

Ahora si f: V — V es una aplicacién lineal, podemos escoger una base de V y considerar la matriz
correspondiente A. Diferentes bases dan diferentes matrices, y en otra base la matriz tiene la forma TAT !,
donde T es alguna matriz invertible (el cambio de base). Ya que

tr(TAT ™) = tr(ATIT) = tr(A - 1d) = tr(A),

la traza no depende de una base particular y no es un invariante de matrices, sino de aplicaciones lineales.
(En efecto, hay otra definicién de la traza, mds correcta, pero no tengo tiempo para entrar en detalles.)
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Quinto dia: Representaciones

Una representacion de un grupo G sobre un espacio vectorial V es un modo de asociar a los elementos
de G transformaciones lineales invertibles V' — V. Por lo menos cuando se trabaja con los espacios sobre
C, hay una teorfa elegante que clasifica todas las representaciones de un grupo finito fijo.

6. Representaciones de grupos

6.1. Definicién. Sea G un grupo y V un espacio vectorial. Una representacién de G es un homomorfismo
¢: G — GL(V).

Para nosotros, la dimensiéon de V siempre va a ser finita. También se dice que dim V es el grado de la
representacion (deg ¢). La definicion significa que para todo elemento x € G se especifica una aplicacién
lineal invertible

P: V=V,

de manera compatible con la multiplicacién en G:
Pxxy = Px © Py-

Cuando V = k", vamos a usar la identificacion GL(k™) = GL, (k). En este caso, a todo elemento de G
se asocia una matriz de n x n, de tal modo que la multiplicacién en G corresponde a la multiplicacién de
matrices.

6.2. Ejemplo. Todo grupo posee una representacion trivial de grado 1 definida por

$:G—C*%,
x— 1.
A

6.3. Ejemplo. Para el grupo Z/nZ tenemos la siguiente representacion (que es simplemente la visualiza-
cién del grupo ciclico como el grupo de las raices n-ésimas de la unidad):

¢: Z/nZ — C*,
m  (mod n) s 27N,
A

6.4. Ejemplo (Representacién estindar de S;). El grupo simétrico S, tiene la representacién estdndar
¢: Sy — GL,(C) que simplemente permuta los vectores de la base:

Po(ei) = eq(p)-

En términos de matrices, ¢, es la matriz identidad con sus filas permutadas por o

01 0 0 0 1
Pa2y=1|(1 0 0|, ¢a23=1|1 0 0
0 0 1 01 0
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Ejercicio V.1. Completar la descripcién de Sz — GL3(C).

Notemos que en el ultimo ejemplo, ¢: S, — GL,(C) es un monomorfismo: diferentes elementos de S,
nos dan diferentes aplicaciones lineales ¢,,: C* — C". Esto significa que hemos realizado (representado)
S, como un subgrupo de GL,(C).

6.5. Definicién. Si ¢: G — GL(V) es un monomorfismo, se dice que la representacion es fiel.

El teorema de Cayley nos dice que para todo grupo finito G hay un monomorfismo G — S, (donde
n = |G|). Considerando la composicion con la representacion estandar de Sy:

G — S, — GL, (k)
se obtiene la siguiente

6.6. Observacion. Todo grupo finito posee una representacion fiel. Es decir, todo grupo puede ser visto como un
subgrupo de aplicaciones lineales (o matrices).

Podemos revisar la demostracion del teorema de Cayley para describir explicitamente la representacién
fiel de arriba:

6.7. Ejemplo (Representacién regular). Sea V = C" el espacio vectorial generado por los elementos de G;
es decir, equipado con una base e, para z € G. Para x € G sea py: V — V la aplicaciéon definida por

€z 7 Cxxz.

Es invertible, su aplicacién inversa siendo p,-1, y x + p, define un monomomorfismo de grupos G —
GL(V) (diferentes x € G dan diferentes aplicaciones py).

Toda aplicacién p, permuta los vectores de la base {e;}, y en esta base puede ser representada como
una matriz de permutacién (donde todos los coeficientes son nulos, excepto un coeficiente = 1 en cada
fila y cada columna).

Esta representacion se llama la representacién regular de G y tiene rol muy importante. A

Ejercicio V.2. Describir explicitamente la representacion reqular Z./3Z — GL3(C).

Otro fenomeno curioso que se ve en el ejemplo con la representacion estandar de S;: para toda per-
mutacién o se tiene
(1) Teo(2) T T een)y =1t e+ +en

entonces el subespacio de C" generado por el vector ey + e, + - - - + e, se queda fijo bajo la accién de S,,.
y P g P q ] ]

6.8. Definicién. Para una representacién ¢: G — GL(V) se dice que U C V es un subespacio G-invariante
si para todox € Gy u € U se tiene ¢y (u) € U.

6.9. Ejemplo. Siempre hay dos subespacios G-invariantes triviales: todo V y el subespacio nulo 0. A

Si U C V es un subespacio G-invariante para una representacion ¢: G — GL(V), entonces se puede
considerar la “restriccion” ¢|; : G — GL(U).

6.10. Definicién. Se dice que una representacion G — GL(V) es irreducible’ si V no tiene subespacios
G-invariantes no triviales.

6.11. Ejemplo. Toda representacién G — C* de grado 1 es irreducible, ya que C no tiene subespacios no
triviales. A

Nuestro objetivo es ver que todas las representaciones en algiin sentido se construyen a partir de
representaciones irreducibles.

“El diccionario de la RAE ofrece dos variantes: “irreducible” e “irreductible”
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7. Isomorfismos y sumas directas de representaciones

Normalmente, los espacios vectoriales nos interesan médulo isomorfismo, y nos gustaria identificar re-
presentaciones sobre espacios isomorfos. El isomorfismo de espacios en este caso tiene que ser compatible
con las representaciones:

7.1. Definicién. Sean ¢: G — GL(U) y ¢»: G — GL(V) dos representaciones de G. Se dice que son
isomorfas (o equivalentes) si existe un isomorfismo de espacios vectoriales f: U =V tal que para todo
x € G se tiene
fopx=txof.
Ya que f es invertible, la condicién de arriba puede ser escrita como ¢y = f~! o ¢, o f. También se
puede dibujar un diagrama

L

Ejercicio V.3. Sea ¢p: Z/nZ — GL;(C) la representacién que a todo niimero m médulo n asocia la rotacién por
2mtm/n:

sin(2tm)/n - cos(2mtm) /n

Pl = (COS(ZTIM)/n —sin(Zmn)/n>

Sea : Z/nZ — GLy(C) la representacion definida por

eZm‘m/n 0
lp[m} = ( 0 e27rim/n) :

Demostrar que son isomorfas.

(Indicacién: considerar la aplicacién C*> — C? definida por A := (i _11) )

Si V1 y V, son dos espacios vectoriales, entonces su suma directa V; @ V; es el espacio vectorial que
como conjunto corresponde al producto cartesiano V; X V,, y tiene adicién de vectores y multiplicacién
por escalares definidos por

(v1,02) + (0, 05) := (v1 + 0}, 02 +v3),
A (01,02) = (/\ . Ul,)\ . Z)z).

7.2. Ejemplo. El espacio C" & C" es isomorfo a C"" A

7.3. Definicién. Sean ¢: G — GL(V;) y ¢: G — GL(V;) dos representaciones. Su suma directa es la
representacion ¢ @ ¢: G — GL(V; @ V;) definida por

(@D P)x(v1,02) = (¢x(01), Yx(v2)).
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En términos de matrices, para ¢: G — GL;,(C) y ¥: G — GL,(C) la representacion
¢ @ : G — GLysn(C)

es definida por

wous=(% o)

7.4. Ejemplo. La representacion G — GL,(C) que a todo g € G asocia la matriz identidad Id € GL,(C)
es isomorfa a la suma directa de n copias de la representacién trivial G — C*. A

El primer resultado no trivial (aunque bastante fécil) en teoria de la representacion es el siguiente:

7.5. Teorema (Maschke). Toda representacion de un grupo finito ¢: G — GL(V) es isomorfa a una suma directa

P1 D DPs,

donde ¢; son irreducibles.

En otras palabras, V =2 V) @ - - - Vi, donde los V; son espacios G-invariantes y las restricciones correspondientes
¢y, son irreducibles.

1

(La demostracion del teorema de Maschke no es complicada, pero vamos a omitirla. Una nota técnica para
el lector que conoce un poco mas de algebra de lo que hemos revisado: en el teorema el cuerpo de base k
puede ser arbitrario de caracteristica 0, o de caracteristica p tal que p { |G|.)

Este teorema dice que toda representacién puede ser descompuesta en algunos bloques elementales
que son representaciones irreducibles. Resulta que, por lo menos en el caso k = C, hay una teoria elegante
que permite clasificar las posibles representaciones irreducibles.

8. Caracteres

A partir de ahora vamos a suponer que k = C.

8.1. Definicién. Si ¢: G — GL(V) es una representacion, entonces su caracter xy: G — C estd definido
por
Xo(x) 1= tr(Px).
Para calcular la traza, normalmente se fija una base de V' y se trabaja con las representaciones G —
GL,(C).

8.2. Ejemplo. Si ¢: G — C* es una representacién de grado 1, entonces x4 = ¢. A

8.3. Ejemplo. La representacion regular p: G — GL,(C) estd definida por x — ¢, donde ¢y : e; — exuz.
La matriz que corresponde a ¢, es una matriz de permutaciéon que tiene todos los coeficientes nulos,
excepto un coeficiente = 1 en cada fila y cada columna.

Tenemos
|G|, x=e¢,
x) =tr =#zeG|xxz=2z}=
Xp() 1= tr(g) = #{z € G | x5z =2) {0, L
A
8.4. Observacién. Para una representacion ¢: G — GL(V) se tiene x4(e) = deg ¢.
Demostracion.
Xgp(e) = tr(¢e) = tr(Id) = dim V = deg¢.
]
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8.5. Observacion. Si ¢ y y son dos representaciones isomorfas, entonces xp = Xyp-

Demostracion. Isomorfismo de representaciones G — GL,(C) quiere decir que para todo x € G existe
T € GL,(C) tal que ¢y = T o ¢, o T~L. Luego,

tr(¢y) =tr(Topy o T ) =tr(Pr o T Lo T) = tr(yy).

La misma propiedad de la traza puede ser usada para obtener la siguiente
8.6. Observacién. Si x e y son elementos conjugados de G (es decir, y = z % x xz~! para algiin z € G), entonces
Xo(x¥) = xp(y).
Demostracion.
Xil?(x) = tr((PX) = tr((Pz*y*z*]) = tr((PZ © ‘Py © (Pz_l) = tr((Py © (Pz_l © (PZ) = tr(‘Py) = X¢(y)
|

Entonces los caracteres pueden ser vistos como funciones f: Cl(G) — C sobre las clases de conjugacion
de G con valores en C. Tales funciones forman un espacio vectorial con la adicién y multiplicacién por
escalares “punto a punto”

(f+8)(x) = flx) +g(x), (A~ f)(x) := A~ (f(x))-
Ademas, este espacio tiene una estructura adicional: un producto definido por
=g 50

(La divisién por |G| es nada mds que una especie de “normalizacién”; véase abajo las relaciones de
ortogonalidad.) Es un producto prehilbertiano, lo que significa que se cumplen los siguientes axiomas:

1) es hermitiano: (f,g) = (g, f) (no confundir con ermitario :-)

2) es sesquilineal (del latin sesqui, uno y medio): (A- f,¢) = A-(f, Q) y (f+f,¢) = {(f.&) + (f,¢);
note que esto junto con 1) implica que en la segunda variable, se tiene (f,A-¢) = A-(f,g) y
(frg+8) =1{f8)+(f8)

3) es definido positivo: (f, f) > 0 para todo f y (f, f) = 0 si y solamente si f = 0.

El espacio vectorial de funciones CI(G) — C tiene dimensién |CI(G)|. A saber, para toda clase de
conjugacién C C G se puede definir
1, xeC,
(SC (x) = {

0, x¢C.

Las combinaciones lineales de estas funciones generan todo el espacio, ya que para toda aplicacién f
constante sobre las clases de conjugacion

f= ) f©

CeCl(G)

Para ver que las Jc son linealmente independientes, se verifica que son ortogonales respecto al producto

(o)
IC|/|G|, C=C,
Oc,0cr) =
<C/ C> {0, C#C/

Sumas directas de representaciones corresponden a sumas de caracteres:
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8.7. Observacion. xgpap = X¢ + Xy-
Demostracion. Si ¢p: G — GLy,(C) y ¢: G — GL,(C), entonces ¢ & ¢: G — GLy,4,(C) es dada por
_ (¢ O
(‘P 2 lp)x - ( 0 wx 4

y tenemos

tr (‘%" 41) = try +tripy.

El segundo resultado no trivial en teoria de la representacién (después del teorema de Maschke) es el
siguiente:

8.8. Teorema (Las relaciones de ortogonalidad). Si ¢ y ¢ son representaciones irreducibles, entonces
L o=y,
(X x9) = {0 0%y

En particular, diferentes representaciones irreducibles son ortogonales y por lo tanto linealmente independientes.
En efecto, se puede ver que x; forman una base del espacio de aplicaciones constantes en clases de conjugacion, y
entonces hay precisamente | C1(G)| diferentes representaciones irreducibles.

La demostracién de las relaciones de ortogonalidad requiere un par de lecciones extra que lamenta-
blemente no tenemos. Solo notamos que para este resultado es importante que las representaciones sean
sobre los espacios vectoriales complejos (el teorema de Maschke es védlido en muchas otras situaciones, y
es mas sencillo).

Usando las relaciones de ortogonalidad, se puede deducir muchas propiedades importantes. Por ejem-
plo, segtn el teorema de Maschke, toda representacion ¢ es una suma directa de representaciones irredu-
cibles, entonces tenemos

(Pgml(Pl@"'@ms(Ps/

donde ¢; son irreducibles, y el multiplo m; significa que se toma la suma directa de m; copias de ¢;. Los
numeros m; se llaman las multiplicidades de representaciones irreducibles en una representaciéon ¢.

8.9. Teorema. En la descomposicion
p=mPr1 D S msps

se tiene m; = (X¢, Xg; )-
Demostracion. La descomposicion de arriba nos da al nivel de caracteres
X¢ = M1 X¢, + -+ MsXgps-

Luego,
(Xg Xgi) =m0 Xy, Xgy) + -+ 10 (Xopos X ) = i

8.10. Corolario. La descomposicion de ¢ en representaciones irreducibles es inica.
8.11. Corolario. ¢ estd determinado por su cardcter xp.

8.12. Corolario. ¢ es irreducible si y solamente si {x¢, xp) = 1.
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Demostracion. Por las relaciones de ortogonalidad, se calcula (x¢, xg) = m? + -+ + m2. Los m; son nime-
ros enteros no negativos. |

Podemos calcular las multiplicidades m; para la representacion regular p: G — GL,(C). Ya que
|G|, x=e,
X)) =
Xp( ) { 0, x4e,
se ve que

LX) = x G|, xi deg ¢;.
(o, xi) |G|pr |G|| | xie) = deg

xeG

Tenemos entonces para la representacion regular

Xp=dix1+ - +dsxs

donde yx; son los caracteres de todas las representaciones irreducibles de G y d; son sus grados correspon-
dientes. Ya que x;(e) = deg¢; =:d; y xp(e) = |G|, evaluando la expresion de arriba, se obtiene

G| =d3 +---+d2

8.13. Ejemplo. Como hemos mencionado, s = |Cl(G)|. Si G es un grupo abeliano, tenemos | Cl(G)| =
|G| y la tnica posibilidad para que se cumpla |G| = d2+---+d? esd; = --- = d; = 1. Todas las
representaciones irreducibles de un grupo abeliano son de grado 1. A

8.14. Ejemplo. El grupo S3 tiene 3 clases de conjugacion (representados por permutaciones ( ), (1 2),
(12 3)), y entonces tres representaciones irreducibles. Sus grados tienen que cumplir la identidad 6 =
d% + d% + d%. La tinica posibilidad (médulo numeracién de representaciones) es dy =dp =1y d3 = 2.
Una representacion irreducible evidente es la representacion trivial ¢1: S3 — C* definida por ¢ +— 1
para todo o € S3. Otra representacién irreducible de grado 1 corresponde a otro homomorfismo S3 — C*
que ya conocimos... el signo:
sgn: S3 — {£1} Cc C*.

Hay una representaciéon més de orden 2. Sea ), su caracter. La tabla de caracteres de S3 es entonces
dada por

10 (12)](123)

x1 | 1 1 1
Xsgn | 1 -1 1
X» | 2| ???

Ya sabemos que x»(( )) = 2 es el grado, y nos faltan dos valores x>((1 2)) y x2((1 2 3)). Es posible
encontrarlos usando las relaciones de ortogonalidad:

(x2x1)=0 = x2(()+3-x2((12)) +2-x2((123)) =0,
<X?/ngn>:0 = x2(())=3-x((12)) +2-x2((123)) =0,
y por lo tanto x7((12)) =0y x»((123)) = —1. A
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