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Los numeros de Bernoulli son ciertos nimeros racionales

1 1 1 1
By=1, B; = ,Bz=g, B3=0,By=——, Bs=0, Bg=-—, B;=0, Bg =—

30 42 30

N | =

que aparecen en varios contextos de la teoria de nimeros, combinatoria y analisis. En estos apuntes vamos
a revisar sus diferentes definiciones: una que surge del estudio de sumas de potencias 1¥+2%+...+n¥ yotra
definicién por una funcién generatriz:

t _ - e .
el-1 T Kk
Luego vamos a ver la demostracion de la famosa férmula de Euler para los valores especiales de la funcién

zeta:
2k-1

2
k+1 2k
+-e=(=1 B T,
=1 2k (2k)!
Finalmente, vamos a demostrar el teorema de Clausen-von Staudt sobre los denominadores de By y las
congruencias de Kummer.
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Un aspecto atractivo de este tema es que todos los resultados se tratan de nimeros concretos y el lector
puede experimentar y hacer calculos por si mismo. Afortunadamente, ya no estamos en los tiempos de Euler
y Bernoulli y podemos usar la computadora. Mi programa preferido para la teoria de nimeros es PARI/GP, y
voy a ilustrar todo con su cédigo. El lector puede descargar PARI/GP de la pagina

http://pari.math.u-bordeaux.fr/
Para preparar estos apuntes, he usado principalmente los primeros capitulos del libro [AIK2014], y el

lector interesado puede consultarlo para mas informacién sobre los niimeros de Bernoulli y las funciones
zeta.

Le doy gracias a Gabriel Chicas Reyes de la Universidad de El Salvador por su ayuda con la redaccién de
estos apuntes.


http://pari.math.u-bordeaux.fr/
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1 Sumas de potencias de numeros naturales

La suma de n nimeros naturales consecutivos puede ser calculada mediante la formula
(n+)n 5 1
= +=n.

1
14+2++n -n
2 2 2

Probablemente el lector también conoce la férmula para las sumas de cuadrados:

12+22+...+n2:w:n_3+n_2+2.
6 3 2 6
—es facil demostrarla por induccién. Muchos matematicos trataron de encontrar la férmula similar para las
sumas de cubos y otras potencias superiores. Es un problema muy natural, y la solucion fue descubierta al
principio del siglo XVIII por el matematico suizo Jacob Bernoulli (1654—1705) y independientemente por el
matematico japonés Seki Takakazu (1642-1708). Denotemos por Si(n) la suma de las k-ésimas potencias de
los nimeros naturales hasta n:
Se(m):i= Y iF=1F+2F 4. 4 nk,

l<isn
En particular,
1 1 3 n2 n
Som=n, Si(m)=-n’+=n, Sy(n)=—+—+—.
o(n) 1(n) 2 5 2 (1) Tt e

Para obtener las férmulas para S3(n), S4(n), S5(n), etcétera, recordemos primero el teorema del binomio:

A
x+pf= Y (l_)xk_’y’,

O<i<k

Kk
il (k=i

denota un coeficiente binomial, definido como el nimero de posibilidades de escoger i objetos entre un
total de k objetos.

donde

En PARI/GP, binomial (k,i) = [’l‘)
/* vector (n,i,expr) devuelve un vector con la expresiodn
expr evaluada con i=1, i=2, ..., i=n: */

? vector (7,i,binomial (6,i-1))
% = [1, 6, 15, 20, 15, 6, 1]

En particular, tenemos

k+1)
(m+1)k+1—mk+1: Z ( )ml.
0<i<k

La suma de estas identidades para m=1,2,...,n nos da

m+1n**-1= Y (k:fl)si(n),

O<i<k

de donde tenemos una expresion de S, (n) en términos de Sy(n), S1(n),...,Sk_1(n):



1 Sumas de potencias de niimeros naturales 4

_L k1 k+1 .
(1.1) Sk(n)—k+1 (n+1) 1- ) ( ; )S,(n)).

0<i<k-1

Por induccién se ve que Si(n) es un polinomio en n de grado k + 1, con coeficiente principal ﬁ Para

evitar una posible confusion, denotemos la variable por x. El polinomio Si(x) € Q[x] esta determinado por
sus valores en x = n € N (;por qué?). Por la definicién de Si(n), tenemos Si(n+1) — Si(n) = (n+1)* para
n=1,2,3,... Para los polinomios, esto nos da la relacién

(1.2) Sp(x+1) = Sk(x) = (x+ k.

En particular, Si(1) — Sx(0) = 1, y ya que Si(1) = 1, esto significa que Si(0) = 0; es decir, el término cons-
tante del polinomio Si(x) es nulo (también podemos verlo por induccién de la formula (1.1)). Usando (1.1),
podemos calcular algunos S (x).
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So(x) = x,
1
Sl(x)z—x2+ — X,
2
1 1 1
S =-x3+>x2+ = X,
2(X) 3 5 5
1 1
S3(x)=—x*+ x3+—x2,
3(x) 3 2
1
S4(x)=—x5+ -y —= X,
5 2 3 30
1 5 1
Ss(x):—x6+ x° —x4——x2,
6 2 12 12
1 1 1
SG(x)z—x7+ B+ -F+ — X,

1 1 7 7 1
S7(x)=§xg+—x7+—x6 4 2

-— X" +—=x5
2 12 24 12
2
Sg(x)= -0+ =P+ x - —=x+=x —— x,
3 15 9 30

1 1 3 7 1 3
Sg) = — x4+ -+ a8 — b x4

10 2 4 10 2 20

1 1 5 1 5
Spo@) = —xM+ x4+ >0 TP -+ = x

11 2 6 2 66

Las expresiones de arriba, también hasta S (n), aparecen en la pagina 97 del libro de Bernoulli [Ber1713],
publicado péstumamente en 1713. Luego Bernoulli escribe que, usando sus férmulas, calcul6 en un «semi-
cuarto de hora» la suma

1042194 ... £ 1000'° = S14(1000) = 91409924 241424243424 241924242 500.

Con ayuda de una computadora, se puede verificar que jel resultado es correcto!

? { local(x); x = 1000; eval (S(10)) }
% = 91409924241424243424241924242500

? sum (i=1,1000,i710)
% = 91409924241424243424241924242500

1.1. Definicion. El k-ésimo niimero de Bernoulli By, es el coeficiente de x en el polinomio S (x). En otras
palabras,
By := S,.(0).

Euler leyd «Ars Conjectandi» y estudié los nimeros By, llamadndolos los «<niimeros de Bernoulli», en el
capitulo IL.5 de su libro [Eul1755]. Varias identidades para By que aparecen en nuestro curso fueron descu-
biertas por Euler. Por ejemplo, la derivada de (1.1) nos da

, 1 ko k+1Y ,
Sk(x)__k+l (k+1)(x+1) OS;H(Z, Six) ],
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y para x = 0 tenemos

1 k+1
Bp=S,0=1-— ) ( _ )B-.
k k+1 oista\ 1 l

1.2. Proposicién. Para todo k =0 se tiene
k+1
Y |7, |Bi=k+1
osisk\ !

Esto nos da una definicién recursiva de los By.:

By=1,

Byp+2By =2,
By+3B;+3By=3,
Byp+4B; +6By+4B;3 =4,

A partir de estas identidades se pueden calcular sucesivamente By, B, Bs, By, ...

Luego los primeros nimeros de Bernoulli son

k: 0 1 2 4 5 6 7 8 9 10
. 1 1 1 1 1 5
By: 2 3 -3 0 #z 0 -3z 0 %6
(Bernoulli y Euler no usaban la notacién By, sino que escribfan A= ¢, B= -3, C= 35, D = — 55, etcétera.)

La derivada de (1.2) es
S (x+1) =S (x0) = k(x+DF1,

y la suma de estas identidades para x=0,1,2,...,n—1 nos da

S}.(n) = S}.(0) = k Sy ().
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Entonces, los polinomios Sy (x) satisfacen la identidad
S} (%) = k Sg_1(x) + B
Esto, junto con S; (x) = x, define completamente a todos los Sy (x) (el término constante es nulo).

Ejercicio 1 (La formula de Faulhaber). Demuestre la identidad

1 k+1 .
Sp(n) = —— | By nftL
k+1 O<i<k

Indicacién: si p(x) € Q[x] es un polinomio de grado d, entonces
p= Y &,(0) x,
osiza b
donde p®(x) es la i-ésima derivada iterada de p(x):
p@ ) = p), pP)=p' ), PP =p" ), pP ) :=p" W), ...
Revisemos nuestra tabla de los primeros nimeros de Bernoulli. Se observan dos patrones:

m B, =0 para k =3 impar. Esto va a ser evidente en §5 a partir de otra representacién de B; mediante
una funcién generatriz par.

= B #0para k par, y los signos se alternan. Esto puede ser probado directamente de modo combinatorio
(véase ejerciciosb 3 y 4) o a partir de la férmula

2k-1

2 1
k+1 2k _ —
(~DF L By " =((2k):= n§>1 — >0

que sera explicada en §8.

En cuanto a los valores de By, no se nota ningtin patrén evidente. Por ejemplo, en B;, = — 22 el numera-

dor 691 es un nimero primo que aparentemente no tiene nada que ver con 12. Sin embargo, si factorizamos
los denominadores de By, se revelan nimeros primos relacionados con k de alguna manera:

k: 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
B.: 1 L L1 __1 1 1 5 691 7 _ 3617 43867 _ 174611
k- 2 23 235 237 235 2311 235713 23 23517  2:3-7-19 2-3-5-11

El lector puede formular su propia conjetura sobre los denominadores; més adelante vamos a ver la
respuesta en el teorema de Clausen-von Staudt (§15).

Por supuesto, PARI/GP ya sabe calcular los nimeros de Bernoulli. La funcién bernfrac(k) devuelve By:

? bernfrac(l)

% = -1/2
? bernfrac(10)
% = 5/66

Atencion: PARI/GP (y también muchos libros de texto) usa otra definicion de By, segtinla cual B; = —% (note el signo «—»).
Para k > 1, los By, de PARI/GP son los mismos que los nuestros. La funciéon bernreal (k) calcula el valor aproximado
de By:

? bernreal (4)
% = -0.033333333333333333333333333333333333333
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2 Series formales de potencias

Toda sucesion de niimeros a; puede ser vista como los coeficientes de una serie de potencias ¥ ay t*. A
veces esta serie surge como la serie de Taylor de una funcién real o compleja f:

o)
Z % (t—to)*
k=0 :

(cuando las derivadas de f en t, existen). Las funciones que pueden ser representadas de tal manera se
llaman analiticas. He aqui algunos ejemplos de series de Taylor:

. 1 ‘
la serie geométrica == Y t° vparalt|<1,
- k=0
tk
e'=) —  Ind+n=Y (-n*!
k=0 k! k=1 k

£k
— Dparaltl<1,

sent= ) _DE 2kl cost=)_ Gl 12k
= 2k+1)! ' o kT

En general, la serie ¥4 ai t* que corresponde a una sucesién arbitraria (a;) no tiene por qué ser conver-
gente, aunque seria Gtil manipular con expresiones como «¥ ;. a t*» de manera puramente formal, como en
efecto hacian los matematicos de la época de Euler, cuando todavia no habia una base rigurosa de analisis.

2.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo. Una serie formal de potencias en variable t con coeficientes
en R es una expresion
_ k _ 2 3
f= Zakt =aptajt+axt°+azt’+---
k=0

donde ay € R.

Las series formales se pueden manipular de la misma manera que los polinomios. A saber, la suma de
dos series se calcula término por término:

2.1 (Zak [kJ+(Zbk tk)lz Z(ak+bk) Tl
k k k

El producto de dos series se calcula mediante la distributividad formal:

(ao+a1t+a2t2+a3t3+---)-(b0+b1t+b2t2+b3t3+---)=aobo+
(ap by + a1 by) t +
(ag bo + ay by + az by) l'2+

(a0b3+a1b2+a2b1+a3b0)t3+~--
Es decir,
(2.2) (Zaktk)-(Zbktk) :=Z( Y a,-bj) t*.
k k k \i+j=k

Se ve que las series formales respecto las operaciones de arriba forman un anillo conmutativo, que vamos
a denotar por R[[t]]. Los polinomios R[¢] forman un subanillo de R[[¢]]. En efecto, la adicién y multiplicaciéon
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de polinomios estdn definidos mediante las mismas férmulas (2.1) y (2.2), y todo polinomio ay, t"+a,_; t*~ '+
---ay t+ ap puede ser visto como una serie formal de potencias

ag+ayt+-+ap_1t" T+ a, "+ 0" 0" 4

En otras palabras, un polinomio es una serie formal donde casi todos los coeficientes son nulos.
Un ejemplo muy importante de las series formales de potencias que nos va a servir mucho es el siguiente.

2.2. Definicion. Si Q c R, entonces la funcién exponencial formal es la serie en R[[¢]] definida como

k
t
el:=

k=0 k!

2.3. Observacion. Si R es un dominio de integridad (a-b # 0 para a, b # 0), entonces R[[t]] es también un dominio
de integridad (f(t)-g(t) #0 para f(1),g(t) #0).

Demostracion. Sean f(f) = Y=o ar t* v g(t) = Y0 by t* dos series de potencias no nulas. Sea a; el primer
coeficiente no nulo de f(#) y sea b; el primer coeficiente no nulo en g(1). El coeficiente de t'*/ en f(1)- g()
es

aobi+j+aibisj1+---+aibj+ a1 bj-1+---+aisj by,

donde por nuestra eleccién de a; y b; todos los términos son nulos excepto a; bj, que no es nulo porque
a; #0, bj Z0. [ ]

A partir de ahora vamos a suponer que R es un dominio de integridad.
2.4. Observacién. Una serie f(t) = ¥ =0 ax t* € RI[t]] es invertible si y solamente si ay = «f(0)» # 0 es invertible.

Note que, en general, sumas infinitas en R no estan definidas, asi que no se puede evaluar f(¢) en un elemento
de R; es posible solo en andlisis, donde hay nociones de convergencia. Sin embargo, f(0) si tiene sentido, y
es el término constante de f(z).

Demostracién. Estamos buscando otra serie g(f) = Y=o bx t* € R[[¢]] tal que f(£)-g(t) = 1, es decir,
aop b() =1,

agbi +ay; by=0,

a0b2+a1b1+a2b0=0,

Z aib_;i=0 (k=1)
O<i<k

De la primera ecuacién se ve que ag tiene que ser invertible. En este caso, podemos calcular by sucesiva-
mente:
-1
bo =4ay,
-1
bl = —ao (al bO);

by = —ay" (a1 by + az by),

bk=—aal Z aibk—i- |

1<i<k
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2.5. Ejemplo. Tenemos
A-0-Q+t+2+8+2+ ) =Q+t+2+2+2+ ) -+ 2+ 2+ + 5+ =1,
A+0-A—t+ -+t =)= -t+ -+t~ )+ -+ -+ - ) =1

Este es un analogo de la serie geométrica IL_I = Y =0 t¥, que en andlisis tiene sentido para |¢| < 1. En
nuestro caso, r es una variable formal. A

Si R = k es un cuerpo, una serie
f(t)=a0+a1t+a2t2+a3t3+-~

tal que ay = 0 no es invertible en k[[¢]]. Para resolver este problema, podemos introducir potencias negativas
de ty escribir
F@O =1 (an+ ane1 t+ anio C+ Aneg 2 +-1),

donde a,, es el primer coeficiente no nulo en f(#). Aqui la serie entre paréntesis es invertible en k[[¢]]. Para
que tenga sentido el término «¢~"», podemos introducir la siguiente generalizacion.

2.6. Definicién. Una serie formal de Laurent es una serie formal con un nimero finito de potencias
negativas:
f= Y apt* paraalgin NeN.
k=-N

Para las series de Laurent también tienen sentido adicién y multiplicacién, definidas mediante las mis-
mas formulas (2.1) y (2.2), y toda serie puede ser vista como una serie de Laurent con coeficientes negativos
nulos. El anillo de las series de Laurent se denota por R((¢)).

Tenemos las siguientes generalizaciones de los resultados de arriba:

1) Si Resundominio de integridad, entonces R((¢)) es también un dominio de integridad (la demostracién
es la misma).

2) Una serie de Laurent f(¢) € R((¢)) es invertible si y solamente si su primer coeficiente no nulo es inver-
tible en R. En particular, si R = k es un cuerpo, todas las series de Laurent no nulas son invertibles, y
se ve que k(1) es el cuerpo de fracciones de k[[#]].

2.7. Ejemplo. La serie t+ 1>+ t3 +--- es invertible como serie de Laurent:

=D+ +2+ )=+t + 2+ ) -+ P+ +) =1 A
PARI/GP puede trabajar con series de potencias. Para indicar que los términos de grado > n estdn omitidos, se escribe
«+ 0CtE™M)»:

? 1/(1-t + 0(t 10))
% =1+t + th2 + tA3 + th4 + tA5 + tA6 + tA7 + tA8 + tA9 + 0(t”10)

? (t 4 2%EA2 + 3*EA3 + 4%tA4 + 5*EAS + 0 (EN6))N2
% = tA2 + 4%tA3 4+ 10%tN4 + 20%tA5 + 35%tN6 + 0(tANT7)

Series de Laurent:

*Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), un matematico y oficial militar francés.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laurent_Pierre.html
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2 1/(t + tA2 + tA3 + tA4 + tAS + tA6 + 0 (tA7))
% = tA-1 - 1 + 0(tA5)

PARI/GP conoce la exponencial formal:

? exp (t)

% =1+t + 1/2*%tN2 + 1/6%tN3 + 1/24*%tN4 + 1/120%tA5 + 1/720%tN6 +
1/5040*%tA7 + 1/40320*%t"8 + 1/362880*t"9 + 1/3628800*t~10 +
1/39916800*t 11 + 1/479001600*t/12 + 1/6227020800*t 13 +
1/87178291200%t 14 + 1/1307674368000%tA15 + 1/20922789888000*t 16 +
oCtN17)

El niimero de términos se puede cambiar con el parametro seriesprecision:

? default (seriesprecision, 6)

? exp (t)
% =1+ t + 1/2%tA2 + 1/6%tA3 + 1/24%tN4 + 1/120%tN5 + 1/720%t~6 + 0(tN7)

2.8. Definicién. Dadas dos series de potencias f(f) = ¥ r=0 ax t* v g(£) = X j=0 b t*, si g(0) = by = 0, entonces
la composicion (f o g)(¢) (sustitucion de g en f) es la serie

(fog)():=flg():= ) argn*.
k=0

Ya que by =0, toda potencia g(H* no tiene términos de grado < k, asi que la suma infinita tiene sentido.

2.9. Ejemplo. Si f(r) es una serie formal tal que f(0) =0, entonces

=1+ f(O+fW*+ fO3+ f(O* +---,

1-f@
_1_ 2 rrpd 4_
1+f(t)_1 F@O+ @ =@+ f@)
—es una generalizacion de la serie geométrica. A

2.10. Ejemplo. Podemos «evaluar» e’ en —¢. El resultado de la sustitucién es la serie formal
=Y -nF
k=0
En general, podemos componer e’ con toda f(z) tal que f(0) = 0. Tenemos la identidad habitual
of(+g(1) _ f (1) L8

En efecto,

ef(t).eg(f):(z f@ ) (Z O )

i=0 il j=0
Kk f(0) g(t)!
k=0i+j=k kt ! J!

IS

k=0 i=0

( )f(t) gk

Ly TOEO g,
k=0
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3 Derivadas formales

3.1. Definicién. La derivada formal de una serie formal de potencias f(f) = ¥ j=o ax t* € RI[¢]] esta definida
por
=Y kapt*1

k=1

3.2. Ejemplo.

("' = Zt—k =)k Z . =e'. A
k! 1 (k=1)!

k=0 k=1 k! k=1

3.3. Observacion (Serie de Taylor formal). Para las derivadas iteradas de f(t) = Y j>o Gk t* € R[[£]] se tiene
F®(0) = k! ay, lo que nos da

(k) (0)
f(t) Z f k
= K
cuando Q c R.
Demostracion. Se ve inmediatamente de las definiciones. [ |

3.4. Observacion. Para f (1), g(t) € R[[t] se tiene
(f+g@) =f'(+g' .
Demostracion. Evidente de la definicion. [ |

3.5. Observacion (Regla de Leibniz). Para f(t), g(t) € RI[t]] se tiene
(f(-go)' =f()-g)+f()-g' (0.

Demostracion. Para f(t) =Y j=0 ax t* v g() = X0 by t*

(e g = (B2
=y k( Y a bk_,-) k=1

k=1 O<i<k
= Z( Z ia;be_;+ Z (k-1)a; bki) k-1
k=1 \0<i<k O<i<k
= Z ( Z ia; bk_,') 1y Z ( Z a;(k—1) bk—i) k1
k=1 \0<i<k k=1 \0<i<k-1
=f'(0)-g+f1)-g'®. u

Ejercicio 2. Demuestre que para f (1), g(t) € R((t)) se tiene

(&)’: -8 - f0)-g'()
g g(n? '

3.6. Corolario. Para f(t) € R[[¢]] Se tiene

FO =k f@) f(k1



4 Logaritmo formal 13

Demostracion. Por induccién, usando la regla de Leibniz. [ |

3.7. Observacion (Regla de la cadena). Sean f(1),g(t) € RI[t] dos series de potencias formales tales que
g(0) = 0. Entonces para la composicion se tiene

(fgm)) =f'(gn)-g'(.
Demostracion. Si f(t) = Y=o ax t*, entonces

(flg)) =Y karg (0 (gt ' = (Z k ai (g(t))k‘l) gm=rgw)-gwm. |
k=1 k=1

En PARI/GP:
? default (seriesprecision, 6)

? deriv (t*exp(t), t)
% = 1 + 2%t + 3/2%tN2 + 2/3*%cN3 + 5/24%tN4 + 1/20%tAS5 + 7/720%tN6 + 0(tN7)

Para resumir, las derivadas formales se comportan como las derivadas habituales: son lineales, cumplen
la regla de Leibniz y la regla de la cadena.

4 Logaritmo formal

4.1. Definicién. Si Q c R, el logaritmo formal es la serie en R[[¢]] definida por

k
In+0:=Y (~nk1 L
k=1 k

Observamos que la derivada formal de In(1 + 1) es precisamente lo que se espera del logaritmo:

2 3 4

1
(ln(l+t))’=—1+t:1—t+t -+ =P+

En PARI/GP:

? log (1+t)
% = t - 1/2%tA2 + 1/3%tA3 - 1/4%tA4 + 1/5%EAS + 0(th6)

4.2. Teorema. Tenemos
In(+ =1)=¢ "0+ =147y

en el sentido de sustitucion de una serie formal en otra.
Las identidades de 4.2 nos dan un ejemplo de series inversas respecto a la composicién:

4.3. Proposicién. Para una serie de potencias formal f(t) = ¥ = ar t* existe otra serie g(t) tal que g(0) = 0
y f(g() = t si y solamente si ag =0y a; es invertible. En este caso la serie g(t) es tinica, y ademds se tiene
g(f(n) =t. Es decir, fy g son mutuamente inversas respecto a la composicion.
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Demostracién. La condicién sobre ay y a; es necesaria: si existe g(f) = ¥ x=0 bx t* con by = 0 tal que f(g(1) =
Y =0 arg(t)* = t, entonces ag =0y a; by = 1.

Ahora sea f () una serie con ag = 0y a; invertible. Tenemos que encontrar una serie g(t) = Y j=o bx t* con
bo =0 tal que f(g(#)) = ¢. La tltima identidad implica que necesitamos poner b, := a;'. Luego, para k = 2, el
coeficiente de t* en f(g(1) es igual al coeficiente de ¢* en la suma

a) g(t) +ap g(t)2 +- 4+ ag g(t)k

(ya que g(0) = 0, en las potencias g(H)**!,g(1)¥*2,... ya no hay términos de grado k). Pero este coeficiente
tiene que ser nulo, lo que nos da las ecuaciones

ay by + (algun polinomio en ay, as, ..., ag, by, by, ..., by_1) =0.

Puesto que a; # 0, estas ecuaciones por induccién definen de modo tinico todos los coeficientes by, bs, by, ...
Esto demuestra que g(t) existe y es tnico.

Para ver que también se tiene g(f()) = r, notamos que en g(¢) también by = 0y b; es invertible, entonces
existe h(f) tal que g(h(r)) = t. Luego,

t=f(g(1),
h(2) = f(g(h() = f(1),
ghn)=g(f@) =t [ ]

En PARI/GP, la serie inversa respecto a la composicién puede ser calculada por la funcién serreverse:

? serreverse (exp (t) - 1)
% =t - 1/2%t"N2 + 1/3%tA3 - 1/4*%ct~M4 + 1/5%eA5 - 1/6%tN6 + 0(tEN7)

Demostracion de 4.2. La primera tentacién es calcular directamente los coeficientes de las series

ln(]. + (el’ _ 1)) y eln(l+t)’

pero esto no es tan facil. Por ejemplo, las potencias de la serie e’ — 1 tienen como coeficientes los nimeros

de Stirling: , .
(e"-1) k|t

—a L {e} &

- k=0 :

los vamos a necesitar de todas maneras mas adelante y §13 esta dedicado a las definiciones y las propiedades
basicas de {’,f} Para el logaritmo también hay una férmula parecida con otros nimeros de Stirling:

tk

Kk

0

4 k=¢

Vamos a establecer estas identidades en 14.1 y 9. Afortunadamente, por el momento se puede evitar esta
pesadilla combinatoria. Primero notemos que gracias a 4.3, sera suficiente demostrar que por ejemplo,

eln(1+t) =1+1,

yIn(1+(e’-1)) = r se sigue automaticamente. Gracias a la serie de Taylor 3.3, podemos simplemente verificar
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que
Jn0H0)

(eln(1+t))/(0) =1,
(eln(lﬂ))"(O) =0,
(eln(1+t))/rr(0) =0,

En efecto, In(1+0) =0y e° = 1. Luego, por la regla de la cadena 3.7,
1

ln(1+t))/ — eln(1+t) - t’
+

(e
y asi (e™1*9)/(0) = 1. La segunda derivada nos da

e
( 1+¢

1V
ln(1+t))u — (eln(1+t) )

1 1
— (eln(1+t))/ _eln(1+t)

1+1¢ (1+1)?
— pin(1+0) 1 1 _eln(l+t) 1 =0. ]
1+t 1+t 1+ 12

5 La funcion generatriz para By

5.1. Teorema. Los ntimeros de Bernoulli pueden ser definidos por
rel S B tk

el-1 N

Aunque se puede pensar en esta identidad como en la serie de Taylor para eﬁe_tl en un entorno de 0, para

. . , . . t . .
nosotros esto significa nada mds que el cociente de series formales 1% en Q(()) es igual a la serie formal
k
t
2 k=0 Bk T
Demostracion. Tenemos que ver que la identidad

k
(Z Bk%) (e!—1) =te’.

k=0

define los nimeros de Bernoulli. Calculemos el producto al lado izquierdo:

(Z [k) . Z tk (Z l’k)
Bk_ (e —1): Bk_ L
k=0 k! k=0 k! =1 k!
= Z & 1 tk
=1 \o=izk—1 it (k—=0)!
= Y Bi k! t_k
i=1\osi=k—1 i} (k=D!] k!
_ 5y (k)B) £k
= U, £
k=1 \o=izk-1\? k!
= & =te'.
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La Gltima igualdad se cumple si y solamente si
k
Z (,)BiZk.
o<i=k-1\?
Como hemos visto en 1.2, esta identidad define los nimeros de Bernoulli. [ ]
5.2. Ejemplo. Calculemos algunos términos de la serie formal eﬁe_ll. Tenemos
; A t 2 8
el—l=t+—F—+—F—+ =t |l —F—+—+ —+--
2 6 24 120 21 31 4l 5!
Luego,
t 1
et—1 t 2 8 p#
1+ =+ —+—+—+
2! 31 4! 5!
Podemos calcular la dltima serie usando nuestra observacion en 2.9. Tenemos
(r ¢ )(t o )2
- | =4 —+—F—+ |+ | ==+ —+ —+--
21 31 41 5l 21 31 41 5!
t 2 B8 4 Ve o2 B8 o4y
—(—+—+—+—+---) +(—+—+—+—+--- -
21 31 41 5l 2131 41 5l
(t 2 B ) (tz B 5ttt ) (t3 tt ) 4 )
=1-l-+—-+—-+—+ |+ — |- —F =+ |+ | =+ | =
2 6 24 120 4 6 72 8 8 16
t? tt
=l-—-+ £-—+
12 720
Multiplicando las seres, se obtiene
re S r ; r 2
=[l+t+—+—=+—+- | [l-=+ =40 ——+- | =14+ =+ — —— +
el -1 21 31 4! 2 12 720 2 12 720
y entonces
By=1 B—1 B—2'l—1 B3=0 B—4'l—1 A
0o— 4L 1_2v 2_.12_6’ 3 =Y 4 = 720_ 30

Por supuesto, el iltimo ejemplo es un poco masoquista: todo esto se puede hacer en PARI/GP.

? ser = (t*exp(t))/(exp(t)-1)
% =1 + 1/2%t + 1/12%t"2 - 1/720%t~4 + 1/30240%tN6 - 1/1209600*t"8 + 1/47900160*t 10
691/1307674368000%tN12 + 1/74724249600*%t~14 + 0(tA16)

? vector (11,k, polcoeff(ser, (k-1),t)*(k-1)!)
% =[1, 1/2, 1/6, @, -1/30, 0, 1/42, 0, -1/30, @, 5/66]

En muchos libros (y también en PARI/GP) se usa otra convencién para los nimeros de Bernoulli segin

13
- r= gt

la cual B; = —%. En este caso la funcién generatriz es o] -
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. , t . .
5.3. Ejemplo. La formula f% = Y=o % t* nos permite demostrar que By = 0 para k = 3 impar. En efecto,
para ignorar el caso excepcional B; = 3, examinemos la funcién

ret ¢ B B B B
Fm = Lop e 22 B3 P s,
el—1 2 2! 3! 4! 5!
Tenemos
£l = tet t t(e'-1+1) t t Lt
Tel-1 2 el-1 2 el-1 2
Luego,
( t) e! (-1 t t
t —_—— =t -
fe=n= e -1 2 el—1 2
Entonces, f(t) = f(—1), lo que implica que los coeﬁc1entes impares de f(¢) son nulos. A

Los nimeros de Bernoulli también surgen en otras series. Por ejemplo, tenemos la siguiente

5.4. Proposicion.

B
teot(t) =1+ ¥ (=1)k22k 22k 2k
(=14 02 b

Esto ya tiene que ser interpretado analiticamente. Las series con nimeros de Bernoulli para varias funciones
como tan(t), cot(t), tanh(z), coth(z) fueron descubiertas por Euler.

Demostracion. Se tiene

il 4 o—it it _ =it
cos(t) = ———, sen(r) = -
(1) > (1) oY
Luego,
cos(r) ., el+e’ el o 2ite?it
tcot(t)=t ; — =it — =—it+———
sen(f)  eit—e-it e2it —1 et —1
Bi-2ink 2k Bk ok
=—it+ _— (- 1) 2 . ]
L= L 2’

Ejercicio 3 (Euler). Demuestre la identidad

2k
Qk+DBay=- ) BoyByk—¢) Dparak=2.
1sl<k-1 20
Por ejemplo, para k = 3 tenemos
-7 Bg = ( )3234 +( )B4Bz
——

"’tl =Y k=0 (ﬁc’;, t**. Demuestre
la identidad con la derivada formal f(z) -t f(8)' = f(£)* - t ; sustituya f(£) por Y i (21’3, t?k y compare los

coeficientes de 2*.

Indicacion: considere la funcién generatriz para los nimeros pares f(t) :=

Ejercicio 4. Demuestre por induccién que (-1)¥*! B, > 0 para todo k = 1. Véase §8 para la explicacién.
Indicacién: use el ejercicio anterior.
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6 Polinomios de Bernoulli

Hay varios modos de definir los polinomios de Bernoulli; el mas comun es por una funcién generatriz.
Vamos a necesitar las series de potencias formales en dos variables:

Z ag,¢ tk xé,
k,0=0

respecto a la suma término por término y multiplicacién que extiende la multiplicacién de polinomios en
dos variables. Tenemos la serie formal —5 € Q[[7]] < Q[[£, x]] y podemos multiplicarla por la serie

k k

e Y t*x

k=0 k!

€ Qllz, xIl.

Un momento de reflexién demuestra que el resultado es de la forma

tetx tk
(6.1) o -—lé)Bk(x)E,

donde By (x) son algunos polinomios en x.
6.1. Definicion. El polinomio de Bernoulli B, (x) es el polinomio definido por (6.1).

6.2. Ejemplo. Vamos a ver un poco mds adelante coémo calcular los polinomios By (x); por el momento
podemos obtener algunos de los primeros. Como hemos calculado en 5.2,

N A S
el—1 2 12 720
Luego,
o o % x? 1 ¥ ox 1),
e =ll--+——||1+rx+ teor =14 |x—=|t+|=——-=+—=]| "+
el -1 2 12 2 2 2 2 12

de donde ) )

Box)=1, Bi(®)=x-7, Bz(x):xz—x+g. A
6.3. Observacion. Para todo k =0,

By (1) = By

es el k-ésimo ntimero de Bernoulli.
Demostracion. Comparando (6.1) con la funcién generatriz Jt—‘i[l =Y i=0Bk % [ ]

Resulta que el término constante de By (x) es también igual a By.:

6.4. Observacion. Para todo k=0

(6.2) Br(x+1) = Bp(x) = kx*71.
En particular, para x=0y k # 1 tenemos

By (1) = By(0) = Bg.
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Demostraciéon. Tenemos la identidad
t e(x+1) t t etx

- =t ,
el—1 el-1 ¢
de donde
S Bexs - By = 3 X ko
k =Bi(x) = =) - .
k=0 k! k=0 k!
Comparando los coeficientes de ¥, se obtiene (6.2). [ ]

Note que para k = 1 tenemos B (0) = -1 y By (1) = +3.

6.5. Observacion. Para todo k=0
Br(1-x) = (-D*Br(x).

(En particular, para x = 0 tenemos By = (—1)* B, para k = 3, lo que implica que By = 0 para k > 3 impar, como
ya hemos visto.)

Demostracion. Usando funciones generatrices,
tk te(l—x)l‘ ( t) ex( )

kX‘;OBk(l e R —kgo( ¥ Bk(x)—- ]

Los polinomios de Bernoulli pueden ser expresados en términos de los niimeros de Bernoulli:

6.6. Proposicion.

Br(0= Y (-1 ( )B xk=
O<i<k

Demostracion. Calculemos el producto de series de potencias

U o ix

el—1
Tenemos . & .
t (=ne” x (tx)
=— =Y ¥ Bk =)
el-1 e'-1 [Z &0 K
Luego,

(Z( Dk Bk

k=0

(tx)*) IR k=il Lk
(,& K )‘Z( 2 Vg B

k=0 \0<i<k

- Z( 3 (—1)i(f)3ixk‘i) % m

k=0 \0<i<k
6.7. Proposicion. Para todo k = 1 se tiene

1
B,.(x) = k Bi—1(x), ka(x)dx:O.
0

Demostracion. Hay varios modos de verificar esto. Se puede usar la expresion de 6.6. También podemos
tomar las derivadas formales de la identidad
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Se obtiene

a(tetx)_t tel® k k

Er e Rl —thka(x) 0 k;Bk 1) 1)'—kz>:Bk(x) o

Luego, para ver que fol By(x) dx =0, es suficiente observar que [ By (x) dx = m Bi;1(x)+C, donde By, (0) =
Bj+1 (D). u
Esto nos da otra definicién de los polinomios de Bernoulli:
6.8. Definicion alternativa. Los polinomios By (x) estan definidos por

By(x):=1

1
B,.(x) = k Bi—1(x), ka(x)deO para k=1.
0

(En efecto, la identidad B, (x) = k B (x) define By (x) salvo el término constante, pero el Gltimo se recupera
de la condicion fOI By.(x) dx =0.) Recordemos que los polinomios Sy (x) que hemos estudiado en §1 satisfacen
la identidad
Sp.(x) = k Sg_1(x) + By.
Esto significa que las derivadas S (x) satisfacen la misma identidad que By(x):
Sp(x) =kS;_;(x).

Ademas, para k # 1 tenemos By (0) = S (0) =: B, y se ve que los polinomios de Bernoulli son simplemente las
derivadas de los polinomios Sy (x):
Bk(x) =S, (%), para k#1.

(El caso k=1 es excepcional: S;(x) = 2 x2+1 5% Bi(x)=x~-3 L)
Ahora podemos compilar facilmente una lista de los prlmeros polinomios de Bernoulli:

By(x) =
1
Bl(x)=X—§,
By(x) = X —x+ l
6’

By() = x-S x4 1
X x——x X,
3 2 2

1
B4(x) =x*-2x3+x% —— ,

30
Bs(x) = 5 +5 3 1
X=x—-=x x’ - =X,
° 27 '37 6
5 1 1
Bg(x)=x6—3x5+—x4——x2+ —,
2 2 42
7 7 7 1
B;(x)=x L R e
2 2 6 6
14 7 2 1
Bg(x):)c%3—4)c7+—366——x4+—x2 -
3 3 3 30

_ 9 938 7 21 3
Bg(x)=x X" +6x x°+2x X,
2 5 10

15 3
By (%) =x10—5x9+?x8—7x6+5x4—§x +—
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Podemos dibujar algunas graficas para visualizar la relacién Bi(1 - x) = (-1)¥ Bx(x):

By (x)

A

By (x)

B3(x) B4(x) B5(x)

X

Nl—
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7 La funcion zeta de Riemann

7.1. Definicién. La funcion zeta de Riemann esta definida por la serie infinita

{(9):=)

n=1

1 1 1
=1+—+

1 1
2 33+43 55+

1
— 4= il

68

7.2. Observacion. La serie de arriba es absolutamente convergente para todo s € C tal que Res > 1.
Demostracion. Si s=a+1ib, tenemos

1

na’

ns

Podemos usar el criterio integral de convergencia: Y, # es convergente si y solamente si

© 1
f —dx < oo.
1 x4

oo 1 xl—a
f —dx= lim
1 x4

n—oo|l—a
Este limite existe precisamente cuando a > 1.

En efecto, tenemos

n 1-a

, (n 1 )
= lim -—.
1 n—ooll—-a 1l-a

Note que para s = 1 se obtiene la serie armoénica

((1)—1+1+1+1+
2 3 4
que es divergente.

Demostracion (Nicolds Oresme, siglo XIV). En la serie

1 1 1 1 1 1
1+-+=+ —+ =
2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—d -t -ttt t—t—+—+

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
reemplacemos cada término 1 por el nimero méximo

15 16

2ik < 1.Se obtiene una serie

+—|+
16 16 16

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l+=+|=+=|+|z+=F++=|+| =+ —=+—=+—+—+
2 4 4 8 8 8 8 16 16 16 16 16
—— ~

1

=3 =

Nl—=

~

1

=2
que es obviamente divergente. Por tanto la serie armonica es también divergente.
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Para s > 1 la funcién {(s) es mondtonamente decreciente, y se tiene lim;_,{(s) = 1:

|
|
|
|
|
|
I
|

7.3. Teorema (Formula del producto de Euler).

1 1

Y —= 1l =t

s _ =S
nz17 p primo I-p

La férmula de arriba tiene una gran importancia en la teoria de nimeros y fue descubierta por Euler. He
aqui la demostracién original, reproducida de su articulo [Eul1744]:

Si

1
(7.1) x=1l+—+—+—+—+—+---,

entonces

1 1 1 1 1 1 1
(7.2) —X=—+—+—=+—F+—+—+
25 25 45 65 85 105 12¢

)

y subtraendo (7.1) — (7.2) se obtiene

25-1 1 1 1 1 1
(7.3) X=l+—=4+—+—+—+—
28 35 55 75 9% 11¢
Luego,
25-1)\ 1 1 1 1 1 1
(7.4) ( )—x=—+—+—+—+—
25 )38 35 9% 1585 2185 27¢

y (7.3) — (7.4) nos da
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Después de aplicar operaciones similares para todos los nimeros primos, todos los términos
excepto el primero se eliminan:

1 (23—1) (33—1) (55—1) (75—1) (lls—l)

— ...x’
25 3s 55 75 119

de donde se encuentra la serie x:

( 25 )( 3¢ )( 5% )( 7’ )( 11° ) 1 1 1 1 1
ce=x=lt—+—+—+—+—+
25—=1)J\35-1)\55-1)\75-1)\115-1 25 35 45 5% 6%

Dejo al lector pensar por qué esta demostracion es esencialmente correcta.
El siguiente resultado necesita mas analisis de 1o que conocia Euler y no lo vamos a demostrar (véase
[Ah11978, Chapter 5, §4] o cualquier libro de la teoria de niimeros).

Q.E.D.

7.4. Hecho. La funcion {(s) tiene prolongacién analitica al plano complejo como una funcion meromorfa que
tiene un polo simple en s =1 de residuo 1. Esta prolongacion analitica, que también se denota por {(s), satisface
la ecuacion funcional

(7.5) ((s) =25 75! sen(%) T1-8)¢-s).

AquiI'(z) := [;° x*! e"* dx denota la funcién gamma. En particular, I'(n) = (n—1)! para n=1,2,3,4,...

8 Los valores ((2k)

El siguiente resultado fue descubierto por Euler y aparece en sus articulos [Eul1740], [Eul1768], etc.:

8.1. Teorema. Para todo k=1
2k-1

2
+"':(—1)k+132k 2k_

1
(Rk):=1+—+ 20! T

22kt 3ok T ek

Es algo sorprendente: jlos nimeros de Bernoulli surgen del estudio de las sumas de potencias ¥ 1<;<, i¥,
y ahora los mismos ntimeros aparecen en sumas de potencias infinitas! Los primeros valores de {(2k) son
entonces

2

T
(2) = o s 1,644934...,
4
6(4):”— ~1,082323...
90 ) ’
6
{(6) = 2 ~1,017343...
945 "’ ’
8
((8):”— ~ 1,004077...
9450 ' ’
10
10) = ~1,000994...,
¢ao) 93555
691 712
((12) = —————— ~1,000246. ..
638512875

En particular, el cdlculode ¢(2) =1+ % + % + liﬁ +--- se conoce como el problema de Basilea que fue formu-
lado por el matematico italiano Pietro Mengoli (1626—1686) en 1644. La primera solucién fue encontrada
por Euler en 1735.



8 Los valores ((2k) 26

Ejercicio 5. Calcule las sumas parciales Y 1<,<n # en PARI/GP. Note que su convergencia a {(2) es bastante
lenta. Esto explica un siglo de sufrimiento de los matematicos que trataban de obtener un valor aproximado
de {(2)... hasta la llegada de Euler.

8.2. Corolario. (-1)**! B,; >0 para todo k = 1. Es decir, Boi #0 y los signos de los niimeros de Bernoulli pares
se alternan.

Demostracion. eRnen
k+1
(=D™" Bak T 92k-1 2k "

., k— , .
También se ve que |By| == 00, ¥ que |Byy| crece muy rapido con k:

B> = +0,166667,
B4 = —-0,033333,
Bs = +0,023810,
Bg =~ —0,033333,
B = +0,075758,
By, = -0,253114,
B4 = +1,166667,
Bys = —7,092157,
B1g = +54,971178,
Byy = —529,124242.

Hay muchas demostraciones del teorema 8.1; se puede encontrar una coleccién en la pagina
http://empslocal .ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf

Primera demostracion de 8.1. Hemos visto en 5.4 la serie

B
8.1 tcot(f) =1 1k 2k 22k 2k
8.1) cot(f) +I§1( ) 201

En el anélisis complejo se deduce otra serie [Ah11978, Chapter 5, §2]

cot(t) = Z

= r—an’

que corresponde a la «descomposicién en fracciones simples» de una funcién meromorfa: cot(z) tiene polos
simples en ¢ = zn para todo n € Z con residuo

t
lim (¢ - 7n) cot(t) =limcos(t + tn) ———— =1lim(-1)" cos(f) ———— =
t—nn t—0 sen(t+nn) —0 (—=1)" sen(t)

Por «¥. ez -—» se entiende limy—oo ¥ - y<n<n 7= - Luego,

tcot(t):t( +)

n=1

1 r 1
t—nn t+7m))_ _2,;1((7m)2 ) l_z,g’l(nn)zl_(#)z

> ( )Zk =1-2) ( )Zk (la serie geométrica)

2
n=1 (””) k=0 n=1 k=1

t2k ((zk)tZk
=1- 2Z(Zn2k) =1-2) ——.

k=1 \n=1 k=1

=1-2

(cambiando el orden de sumacion)


http://empslocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf
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Comparando coeficientes con (8.1), tenemos

22k By -2 ((2k)

_1k -
1) 2k)! a2k’

9 Series de Fourier para By (x)

Vamos a necesitar el siguiente resultado del analisis arménico:

9.1. Hecho. Sea f: R — R una funcion continua por trozos y periddica:

fx+1)=f(x).

Entonces para todo x, € R donde f es continua y la derivada izquierda y derecha de f existen (pero no necesaria-
mente coinciden) se tiene

. o~ 1 .
fxo) = Z f(n) 2% - donde f(n) ::f e 2N £(x) dx.
0

nez

Es un caso especial de las series de Fourier que va a ser suficiente para nosotros; para la teoria general
véase por ejemplo [Kat2004].

En nuestro caso, nos interesan las funciones
f(x):=Br(x—x]),

donde Bi(x) es el k-ésimo polinomio de Bernoulli. Para k > 1 la funcién By (x— |x]) es continua y para k =1 es
discontinua en los puntos x = n € Z. También By (x— | x]) es lisa para k > 2, pero B»(x) no es lisa en los puntos
x=neZ,donde existen la derivada izquierda y derecha, pero son diferentes.

v

Ba(x — [x]) K\/ E T —

Bs(x — x]) /\\/A\/f\\/ -

By(x = [x]) = ~ T T

v

Bs(x — [x)) e
Byl [x]) e,

I I
I I
I I
Los coeficientes de la serie de Fourier para f(x) se calculan facilmente. Para n = 0 tenemos
R 1
f(0) =f Br(x)dx=0.
0

Luego, para n # 0y k = 1 podemos usar integracién por partes (ff g dx=[fx)gx)] Z—fff(x) g'(x)dx):
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1 1 VY S |
f e Tinx (x__) dx:_ . f (e nmx) (x__) dx
0 2 2nwin Jo 2
1 , 1\]' ! , 1
- _ . e—2mnx (x__)] _f e—2mnxdx - _ —
2nin 2)lo Jo 2min
=0
Para k > 1 integracién por partes y la relacion B;C(x) =k By_1(x) nos dan
~ 1 . 1 1 .
f(l’l) :f e—anank(x) dx = __'f (e—Zmnx)/Bk(x) dx
0 2rin Jo
1 . 1 1 .
—_ : ([e—2nlank(x)] _ kf e—Zmank_l(x) dx
2nin 0 0
k 1 :
— i f e—2mank_1(x) dx
2rwin Jo
k(k-1) ! —-27minx
= Bi_o(x)d
@rin? Jo k-2(x)dx
L
@rin)k-1 Jo 2
3 k! (_ 1 ) _ K
Cerinkt \ 2min) @rin)k’
Entonces, la serie de Fourier es
k! eZm'nx
9.1 Bix—|x)=-——+) ——
©.1) k(x = Lx]) T TR
n#0
Como un caso especial, se obtiene la férmula para {(2k):
Segunda demostracion de 8.1. Para x =0 la identidad (9.1) nos da
2k)! 1 e 20!
By =By (0)=————2 — =(-1 ———((2k). H
2k = Bak(0) = = — 0 o ,; e = D e e {20

Note que los valores en los enteros impares {(2k + 1) no se obtienen con este método.

10 Los valores de ((-1), {(-2), {(-3), ...

Gracias a la ecuacion funcional

{(s)=2"7""" sen(%) r1-s¢1-ys

y la férmula de Euler
g 25 o
(k) =(=D""" By ool "
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podemos obtener los valores en los enteros negativos. En efecto, para los enteros negativos pares s = -2k
tenemos

(ezk)zzﬂkn4k4sm%—%?)rgk+ncgk+1)=a
=0
Y para s = —(2k+ 1) impares,

k+D!IL(2k+2)

((-2k+1) = 9-@k+1) —(2k+2) Sen(—M)
2

2k+1
:2—(2k+1) n—(2k+2) -1 k+1 2k + 1) (=1 kB 2k+2
(=" ( =1 2642 ok 1 2)1
_ _Bokra
2k+2°

Ya que B, =0 para n impar, en ambos casos se tiene

Bn+1
n+l’

{(-m)=-

Ademas, para n = 0 la prolongacién analitica nos da {(0) = -1 = - By, asi que esta férmula es valida también
para n=0.
n: 0 -1 -2 -3 4 -5 -6 -7 -8 -9 -10

: I T T
((ﬂ) -3 "1z 0 120 0 ~ 353 0 340 0 132 0

(Después ((s) es decreciente hasta su polo en s=1.)

Terminamos por el calculo de {(-1) = - encontrado por Euler en su articulo [Eul1760]:

Para la serie geométrica

1
1+x+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8+---:1—
-Xx
la derivada formal nos da
2 3 4 5 6 7 1
1+2x+3x“+4x " +5x " +6x"+7x +8x +---:W,
-X

de donde para x = -1 (jsic!)
1
=243 4456478+ =2



11 * Conjetura de Lichtenbaum 30

Luego,

=3¢(-1)={¢(-1)-4¢(-1)
=(14243+4+-)—(4+8+12+16+---)

1
=1-2+43-445-6+7-8+ =,

. - _ 1
lo que implica {(-1) = -3, Q.E.D.
El lector no deberia tomar en serio el argumento de arriba y usar métodos similares en sus demostracio-
nes.

En PARI/GP, la funcién zeta(s) calcula {(s):

? zeta (0.0)
% = -0.50000000000000000000000000000000VVVV0

? zeta (-1)

% = -0.083333333333333333333333333333333333333
? -bernreal(2)/2

% = -0.083333333333333333333333333333333333333

? zeta (-2)
% = 0

? zeta (-3)

% = 0.0083333333333333333333333333333333333334
? -bernreal(4)/4

% = 0.0083333333333333333333333333332332332333334

11 * Conjetura de Lichtenbaum

El matematico estadounidense Stephen Lichtenbaum formulé en 1973 la hip6tesis que los valores {(—n)
estan relacionados con ciertos grupos abelianos K;(Z) asociados al anillo Z (los grupos K, definidos por el
matematico estadounidense Daniel Quillen (1940-2011)):

Cen) = 42t —TKen@)
B #K2n+1 (2) tors '

donde K, (Z) son grupos abelianos finitos, y #K3,+1(Z)ors denota la parte de torsién de grupos Kz,+1(Z) que
tienen rango 1. El factor 2° denota alguna potencia de 2.

La definicién de los K;(Z) requiere otro curso de nivel de posgrado, asi que no voy a entrar en detalles...
Estos grupos son muy dificiles de calcular, y solo hasta en los anos 2000 fueron determinados en gran parte.
Como sugiere la conjetura de Lichtenbaum, estos en efecto estan relacionados con los nimeros de Bernoulli.
Por ejemplo, K»»(Z) =7/691Z y K»3(Z) = 71655207,

B, 691 #Kp(Z) 691
12 12-2730" #K»3(Z) 2-12-2730

((-1)=-

—los valores coinciden salvo una potencia de 2.
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He aqui la tabla de algunos de los grupos K;(Z):

i 2 3 4 5
K;i(2): 7127 71487 0 Z

i 6 7 8 9
K;i(2): 0 712407 (09 787127

i 10 11 12 13
K;i(2): 2127 7110087 (09 Z

i: 14 15 16 17
K;i(2): 0 714807 (09 787127

i 18 19 20 21
K;i(2): 7127 715287 (09 Z

i: 22 23 24 25
K;i(2): 716917 71655207 (09) 77127

Los grupos Ky;(Z) son conjeturalmente nulos, pero este hecho es equivalente a la conjetura de Vandiver
de la teoria de nimeros, que tampoco ha sido resuelta. La rama de matematicas que estudia los grupos K;(2)
se llama la teoria K algebraica. Estos grupos estan relacionados con otros objetos, mas adecuados para el
estudio de los valores

de las funciones zeta: los grupos de cohomologia motivica. Para mas informacion, véase [Kah2005] y
[Wei2005].

12 * Los valores {(2k+1)

Hemos visto que los valores de la funcidn zeta en los enteros positivos pares { (2k) y los enteros negativos
{(—n) se expresan por los nimeros de Bernoulli. Los valores en los enteros positivos impares

(@), ¢4, (D), €9, (D), ...

son mas misteriosos. Note que la ecuacion funcional (7.5) no dice nada sobre ellos. Al parecer, son nimeros
trascendentes. Por supuesto, los nimeros

2k-1

kil 2 2k
(k)= (-1)""" By 20! 7

son también transcendentes, ya que r es trascendente (jde hecho, uno de los pocos niimeros especificos cuya
trascendencia se puede demostrar!). Los valores {(2k+1) deberian de ser trascendentes por alguna razon mas
sofisticada, y se supone que entre {(2k + 1) distintos no hay ninguna relacion algebraica.

Sin embargo, todavia no hay demostraciones ni siquiera de que los {(2k+ 1) sean irracionales. En 1977 el
matematico francés Roger Apéry demostrd que el nimero

{(3) = 1,20205690315959428539973816...
es irracional. La tumba de Apéry en Paris lleva la inscripcion

Roger APERY
1916-1994

L1 1 ... 2P
ltg+m+taut 7y
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Para mads informacién sobre el teorema de Apéry, véase el articulo [vdP1979].

Los métodos de Apéry no se generalizan para demostrar que {(5) es irracional. Hay pocos resultados en
estadireccion. El matematico francés Tanguy Rivoal demostré en 2000 que entre los nimeros {(3),{(7),{(9),...
hay una infinidad de irracionales, mientras que el matematico ruso Wadim Zudilin demostré en 2001 que
por lo menos un niimero entre {(5), {(7), {(9) y {(11) es irracional [Zud2004].

13 Digresion combinatoria: los numeros de Stirling

Nuestro préximo objetivo es obtener algunas expresiones para los nimeros de Bernoulli que permitan
estudiar sus propiedades aritméticas, especificamente sus numeradores y denominadores. En el camino sur-
gen ciertos nimeros combinatorios, conocidos como los niimeros de Stirling.

13.1. Definicion. Sean ky ¢ dos nimeros naturales positivos.

El nimero de Stirling de primera clase [’,f] es el nimero de permutaciones en el grupo simétrico Sy
que consisten en ¢ ciclos disjuntos.

El nimero de Stirling de segunda clase {’,f} es el nimero de posibilidades de escribir un conjunto de k
elementos como una unién disjunta de ¢ conjuntos no vacios.

13.2. Ejemplo. [;] =11. Las permutaciones correspondientes en S; son

1234, 1243, 2134, 2143,
3)(124),3)(142), ©(123), 4132,
(12)34),(13)(24), 14(23). A

13.3. Ejemplo. {‘2*} =7. Las descomposiciones de conjuntos correspondientes son

{1,2,3,4} = {1} U{2,3,4 = {2} u{l,3,4} = 3} U {1,2,4} = {4} U {1, 2,3}
={1,2}u{3,41={1,3}u{2,4 ={1,4} U {2,3}. A

De la definicién se siguen las identidades

(13.1) ]; =0 paral>k,
k
1 .2 :1)
(13.2) .
(13.3) Ilc = (k-1
(13.4) > K =kl
1=sl<k ¢
k+1 k k
(13.5) / _[4—1 +k gl,
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(13.6) {];}zo para ¢ > k,
(13.7) {’;}: L
(13.8) {’f}: 1,
k
(13.9) > {z} = b(k),
1<l<k

Ry

(13.2) significa que la inica permutacion en S; que se descompone en el producto de k ciclos disjuntos
es la permutacién identidad. (13.3) significa que en Sy hay (k - 1)! diferentes k-ciclos (;por qué?).

(13.4) es el hecho de que el tipo ciclico es una relacién de equivalencia sobre los elementos de Sy (en
efecto, los tipos ciclicos corresponden a las clases de conjugacion). (13.9) es el andlogo de esta identidad: el
numero total de particiones se conoce como el namero de Bell b(k). Los primeros nimeros de Bell son b(1) =
1, b(2) =2, b(3) =5, b(4) =15, b(5) =52, b(6) =203, ...; véase http://oeis.org/A000110 En este curso, no
vamos estudiar estos nimeros (también porque la notacién parece mucho a los nimeros de Bernoulli :-)

Las recurrencias (13.5) y (13.10) se siguen de la definicién combinatoria. Por ejemplo, en (13.5), consi-
deremos las permutaciones de elementos {1,...,k, k+ 1}. Sea o € Si,; una permutacién que se descompone
en el producto de ¢ ciclos disjuntos. Si o(k+1) = k+ 1, entonces (k + 1) forma un ciclo si mismo, y para el
resto de los elementos hay [/fl] posibles descomposiciones. Si o(k+1) # k+ 1, entonces k + 1 pertenece a
algan ciclo. Para enumerar todas las posibilidades, podemos primero considerar [’lﬁ] descomposiciones de
las permutaciones de {1,..., k} en ¢ ciclos disjuntos, y luego para cada descomposiciéon hay k posibilidades
de poner k+1 en uno de los ciclos. La férmula (13.10) se explica de la misma manera: si tenemos un con-
junto X de k+1 elemento, podemos considerar un elemento x € X. Para las descomposiciones de X en la
unién de ¢ subconjuntos hay dos casos: o bien {x} forma un conjunto en la descomposicién, y quedan { /fl}
posibilidades para descomponer X \ {x}; o bien x pertenece a algiin conjunto. En el segundo caso, hay {’,f}
posibilidades de descomponer X\ {x} en ¢ subconjuntos, y luego en cada caso hay ¢ posibilidades de poner
x en uno de los conjuntos.

0 k 10
0 0| |¢

También serd til definir [¥] y {§} para k,¢=0:
0 k 0
{O}_l, {0}—{[}—Oparak,€;é0.

13.4. Definicion.
Podemos definir [’,f] y {’lf} por los valores iniciales 13.4 y las relaciones de recurrencia (13.5) y (13.10).
Esta definicién esta compatible con 13.1. Por ejemplo, en el caso de [',f] , podemos ver que las identidades

]

=0parak,¢#0,

k
0

0

0
0 =0para k,¢#0

¢

]

implican

k 1
[1] =(k-1)!para k=1, l"ﬂ =0para/=1.
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En efecto,
k k k-1 k-2
[1]_ 0]+(k—1)[ 1 ]—(k—l)(k—Z) 1 ]—
—~
0
=(k—1)(k—2)--~2~1( g + (1) ):(k—l)!
—
1 0
ypara/>1

Ejercicio 6. Demuestre que [,* ] = (5).

Ejercicio 7. Note que las recurrencias de arriba con los valores iniciales para k,¢ = 0 nos permiten definir
(5] v {5} para todo k, ¢ € z. Demuestre que

Esto significa que los niimeros de Stirling de primera y de segunda clase son esencialmente el mismo objeto.

Ejercicio 8. Demuestre que {’;} =0 para k¢ <0.

(Los ultimos dos ejercicios sirven solo para acostumbrarse a las recurrencias con [’;] y {’;}; no vamos a usar
los niimeros de Stirling para k y ¢ negativos.)
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‘ ¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 85 15 1
7 0 720 1764 | 1624 735 175 21 1
8 0 5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 322 28 1
9 0 40320 | 109584 | 118124 | 67284 | 22449 | 4536 546 36
Valores de [5]
4
L 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 | 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 | 7770 | 6951 | 2646 462 36

Valores de {5}
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14 Relacién entre B; y los numeros de Stirling

-y { } c
k=¢ .
dk [(e'-1)¢ k
— 0) = .
dtk /! 4
Los valores iniciales coinciden, y va a ser suficiente demostrar que la recurrencia

k+1 k k
= +/7
14 -1 0
se cumple en nuestro caso:

dk+l l‘_lf dk‘ t_lf—l dk‘ I_I[
((e ))(0)=—(—(e ) )(0) ((e ))(0).

14.1. Lema. Paratodo ¢ =0
e -1’ 1)’

Demostracion. Tenemos que ver que

drk=1| o drk | (¢-1) drk| o
En efecto,
dk+1 (et_l)f _d_k (e[_l)f—l e[ _d_k (et_l)f—1(1+et_l)
drx+1\ 00 | drk| (-1 dtk -1
_ dk (et_l)f—l . (et_l)f
S dik| @-1) -1
B dk (et—1)€71 ¢ dk (et_l)f -
Ak -0 | ak |\ T )
Ejercicio 9. Demuestre la identidad
(- ln(l—t))[ tk

Z

k=¢

(De nuevo, es suficiente considerar las derivadas formales y verificar que se cumple la misma recurrencia
que define los niimeros de Stirling correspondientes: [¥;'] = [ *,] + k[5].)

Lo que acabamos de ver en 14.1 y 9 son las funciones generatrices para los nimeros de Stirling, pero no
soy tan sadico para dar esto como la definicién de {§} y [5].

=z [

Demostracion. De nuevo, podemos verificar que los valores iniciales coinciden y la suma satisface la misma

recurrencia que {§}:
ket [ k] [k
¢ [ |e-1 of

14.2. Lema. Para k,¢ =0
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Paralosvaloresiniciales, si k = ¢ = 0,la suma nos da {8} =1 (como siempre en el contexto algebraico/combinatorio,
0°=1);si k>0, ¢=0,lasumanosdao;si k=0, ¢>0,la suma también nos da ¥ y<;<,(-1) (f) =0. Para la

recurrencia,
(=" D¢ i
(— k1 _ (-1 )z ( )
o<;<z ( ) (- o<;<e

=

g )

_(—1)”1 (-1 .« =1 i[€) .k
_(2—1)!0<Z ( 1)( i )l O 2 DY

(- 1)5

<i<l(-1 O<i</¢

Aqui hemos usado la identidad

0 [e-1)_ife -
i i) oe\if
14.3. Teorema. P
oo ( )
B =(-DF — 5 =(-1 -’
¢ Os;sk (+1 o<;<k[ 1();[

La segunda igualdad viene de la expresion 14.2 y (jpor fin!) nos da una expresién para By, sin recurrencias.

Demostracion. La funcién generatriz para By es ” e . Gracias a 4.2, podemos escribir

te! t —-In(1-(1-e7%)
eﬁ—lz l—e*t: l-et
Luego,
—In(1-(1-e7%) 1 (1-e b’
l-et Tl-et [Zﬂ l
a- e—t)é 1

=)

=1

(—1)% -k
_gb s é{ﬁ}_k! por 14.1
nfafit)
_ 1k a1
_kzzo( 1) (OS;S,C 0+1 Kk "

? bernbin (k) = (-1)*k * sum (1=0,k, 1/(l+1)*sum(i=0,l, (-1)7Ai*binomial(l,i)*irk));
? vector (10,k,bernbin(k))
= [1/2, 1/6, @, -1/30, 0, 1/42, @, -1/30, 0, 5/66]

15 Denominadores de B; (el teorema de Clausen-von Staudt)

15.1. Teorema. Para todo k =2 par se tiene
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donde Cy. € Z y la suma es sobre todos los p tales que p —1 divide a k.

Este resultado fue descubierto de manera independiente por el astronomo y matematico danés Thomas
Clausen (1801-1885) y el matematico aleman Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867).

15.2. Ejemplo.

1 1 1
By===—-|=-+=|+1,
6 2 3
1 (1 1
By=——=—|-+-+-|+1,
30 2 3 5
1 (1 1 )
Bg=—=—|-+=-+=|+1,
42 2 3 7
Bu= .= 1+1)+2
14 — 6 = 23 ’

A

En particular, el denominador de By es precisamente el producto de todos los primos p tales que p—1| k.
Esto explica por qué los denominadores de By son libres de cuadrados y divisibles por 6. No tenemos mucho
control sobre el nimero C (véase §17); solo podemos notar que el valor de C;. va a estar cerca de By, asi que

k—o0
|Cokl

Q0.

Demostracion. Gracias a la formula

-nleiky
_(_1k l
Br=(-1) OS,Z;IC—5+1

’

sabemos que en el denominador aparecen solamente los primos que dividen a ¢ +1; los primos p > k+1 no
. . o . (=niogk 3
aparecen en el denominador. Vamos a analizar las contribuciones del término % para diferentes ¢.
(1) Supongamos que ¢ +1 es compuesto, es decir £ +1 = ab para algunos 1< a,b < ¢.

(SRR,

(1.1) Sia#b, entonces ab| ¢!,y el término —;5

es entero.

nlais

(1.2.1) Sia=by2a<¢, entonces a| £!'y 2a| ¢!, entonces a* = ¢ +1 divide a ¢! y el término —7%

entero.

(1.2.2) Sia=by2a>/¢,entonces £ +1=a’=2a=¢+1,yporlotanto a’>=2ay a=2, ¢=3.Usando 14.2,
podemos escribir
nfeflt 1 3\, 1
c e 1 Y D ]iF == (0-3+3-2F-3F).
(41 4 i|”

<i<3

Este término es nulo para ¢ > k, asi que k >3, y es un nimero par segun la hipétesis del teorema.

Tenemos
—3432F_3k=1-(=3)k=1-1 =0 (mod 4).
o Dfally
Esto demuestra que el término —,7-* es entero.
. I o LR 1}
Hemos demostrado que si ¢ +1 es compuesto, el término —; 7% es entero.
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(2) Supongamos que ¢ +1 = p es primo. Tenemos por 14.2

_ploatkt P igp-m{ k p—
0oy {1} _1 Y (P ) 1) ik
‘+1 p P o<i=p-1 l

Tenemos (”;1) = (-1)! (méd p), entonces

) I 1 L P = PTIETh P s )
p
0<i=p-1 ! 0<isp-1 0, p—1ltk.

Para ver la Gltima congruencia, notamos que si p—1| k, entonces i?~! =1 (méd p) por el pequeio
teorema de Fermat (p1i). Si p— 11k, podemos escribir la suma ¥ <;<,; i k como

G 1-xPk
> x’kz—k—lzo (méd p),
1<isp-1 -

donde x es una raiz primitiva de la unidad médulo p. Aqui x¥ = x¥ £ 1 (méd p) por el pequeno teorema
de Fermat.

. . L. —nla{k . . .
Entonces, ci £ +1 = p es primo, el término ( )é o i va a contribuir —% en el denominadorsi p—11|k,y

va a ser entero si p—1tk. [ ]

16 Congruencias de Kummer

Para un primo p denotemos por Z ;) el anillo de los nimeros racionales donde p no aparece en el deno-
minador:

Zp) = {% e@‘ pfb}.

(Es un caso particular de localizacién de un anillo afuera de un ideal primo.) Los elementos invertibles en
Zp) son las fracciones no nulas donde p no aparece ni en el numerador ni en el denominador:

" a
Zp,) :{E €Q | pta, PTb}-
El siguiente resultado es un caso particular de las congruencias de Kummer (véase [AIK2014, §11.3]):

16.1. Teorema (Kummer, 1851). Sea p un niimero primo y k un entero positivo tal que p—11 k.

1) p no aparece en el denominador del niimero B/ k:

B
7 4w

2) Para todo k' tal que k' = k (méd p - 1) se cumple

By By ,
— =— (mdd p).
Tl ( p)
Aqui la altima relacién puede ser interpretada como By -k = Bx-k' (mé6d p). También podemos interpretar
una fraccién B—kk como un residuo médulo p dado por B - k™!, donde k™! es el residuo inverso a k médulo p,
que existe porque en este caso p1 k.
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16.2. Ejemplo. Sea p=7,k=10,k'=4.Enestecaso (p—1)tk,k'yk=k' (méd p-1). Luego,
B 11 1 B 51 1
e Co =126 M6d7) Yy == - =

4 304 120 10 66 10 132

Para demostrar el teorema, nos va a servir el siguiente

=6 (mod 7). A

| =

16.3. Lema. Sea p un primo impary sea f(t) € Z[[t]] una serie formal de potencias con coeficientes en Z ).
Entonces para los coeficientes de Taylor de la serie

t
fle'-n=3 ar—

k
k=0 k!

se cumple
ar€Zp) Y Gk+p-1)=ax (mod p).

Demostracion. Si f(t) =Y =0 be t¢, tenemos

fle'=1=Y bsle' -1

=0
=Y b, Y (—1)"(’?)&“‘”.
020  0=is/ !

Los coeficientes de la serie de Taylor son

d* (¢ ,
akzﬁ(f(er—l))tzozzw > (—1)’(i)(€—z)k.

/=0 O<i</¢

Notemos que en (e — 1) no hay términos de grado k < ¢, asi que la suma de arriba es finita: en efecto es
sobre 0 < ¢ < k. Ya que by € Z(;,), de esta formula se deduce que a; € Z(,,). Luego,

(e ~

Apsp-n—ak =y by Y, (=1)' ( ) -k (e-pP1-1).
(=0 Os<is¢ !

Ahora si ¢ —i es divisible por p, la férmula demuestra que aj.(,-1) — ax es también divisible por p. Si ¢—i no

es divisible por p, entonces por el pequeno teorema de Fermat (¢ —i)’' —1=0 (méd p), Y dk+(p-1) — dk €S

también divisible por p. ]

Demostracion del teorema 16.1. Sea ¢ # 1 algiin nimero natural tal que p { c. Consideramos la serie de po-
tencias

1 c
)i=————.
F® t A+nc-1
1+n°—
c

Ya que p1c, el polinomio L tiene coeficientes en Z(,) y es invertible en Z,)(£)):

c 1 c—1+c2—1
aA+nc-1 ¢t 2 12

f4---

Se sigue que

f(t)—l c _c-1 *-1
ot A+nc-1 2 12
tiene coeficientes en Z ;). Podemos aplicar el lema de arriba a la serie

fle' 1= 1 c 1 t ct
Tef—1 eff -1 flet—1 ecfi—1

. 1-¢ k Bk- tk_l
T2 +,§2((1 % (k—l)!)'
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, .z . t k . .
Aqui hemos usado la funcién generatriz —5 = % —t =1~ § ¥.¢= B - El lema precedente implica que

(1-ck B—k’“ € Z(p) y que para todo k' = k (méd p—1) se tiene

B IB/
(l—ck)TkE(l—ck)TIf (méd p).

Sea ¢ una raiz primitiva médulo p (un generador del grupo (Z/p2)*). Si p—11 k, como en la hipétesis del
teorema, entonces p—11 k', y se tiene (1-c¥), (1-c¥) € (z/pz)*. Esto implica que 2t € 7, y 2k = % (méd p).
]

17 * Numeradores de B; (primos irregulares)

Sea p un nimero primo. Una raiz p-ésima de la unidad es un nimero complejo ¢ tal que {” = 1. Las
raices p-ésimas de la unidad son precisamente

i i -1 i (p—
1, {p=eP, 5=, T =,
Estas son las raices del polinomio ciclotémico
Op(x)=1+x+x°+---+xP7

(en efecto, Yo<k<p e¥ikIp = 1), Si anadimos al cuerpo Q las raices p-ésimas de la unidad, se obtiene el cuerpo
Q(( ) que recibe el nombre de cuerpo ciclotémico. Este cuerpo contiene el anillo

-2
Oo, = ZIEp)i=tao+ a1 {p+ ar -+ ap 2 (577,

llamado el anillo de enteros de Q({,,); es precisamente el anillo formado por todos los elementos a € Q(( )
tales que f(a) =0 para algin polinomio ménico f(x) € Z[x] (es decir, el coeficiente mayor de f(x) es 1).

A semejanza de Z, muchos anillos son dominios de factorizacion tinica: todo elemento x # 0 puede ser
escrito como un producto de primos

X=p1-p2-Pn

y esta expresion es Unica, en el sentido de que si existe otra factorizaciéon x= g1 - g2 --- gm, entonces n=my,
salvo alguna permutacion de los factores, ¢g; = u; p;, donde u; es invertible (u; = +1 en el caso de 2).

No voy a entrar en detalles, pero resulta que el anillo Z({,,] es un dominio de factorizacion tnica para p <
23y a partir de p = 23 la factorizacién tinica no se cumple. Este fenémeno se estudia en la teoria algebraica
de numeros. A saber, a Q({},) se asocia un grupo abeliano Cl(Q({})), llamado el grupo de clases de Q({,). Es
un grupo finito, y su orden se llama el nimero de clase:

hq,) = #CLQEp)).

Resulta que Z({] es un dominio de factorizacion unica si y solamente si hq(,) =1 (es decir, si el grupo de
clases CI(Q(()) es trivial). La definicién de CI(Q({)) y la demostracién de su finitud formaria parte de un
curso de la teoria de nimeros algebraica (véase por ejemplo [Neul999] y [Mar1977]), pero intuitivamente,
Cl(Q({p)) mide qué tan lejos Z[{,] estd de ser un dominio de factorizacién tnica.

He aqui una tabla de los grupos de clases de algunos cuerpos ciclotémicos Q({ ), calculados con ayuda
de PARI/GP:
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Cl(Q({2)) =0, Cl(Q((23)) =Z/3Z,

Cl(Q(¢3)) =0, ClQW29)=Z/2Z0Z12Z&Z/2Z,
Cl(Q(5)) =0, ClQ(31) =2/9Z,

Cl(Q7) =0, Cl(Q((37) =Z/372Z,

Cl(Q11)) =0, ClQUuN=2Z/11Z07Z/11Z,
Cl(Q13)) =0, ClQ(L43)) = Z/2112Z,

ClQ17)) =0, Cl(Q((47)) = Z2/695Z,

Cl(Q({19)) =0, Cl(Q((53)) = Z/48897Z.

Todo esto estd relacionado con una historia embarazosa que pasé al famoso matematico francés Gabriel
Lamé (1795-1870). En 1847 Lamé presentd a la Academia de Ciencias de Francia una supuesta demostracion
del altimo teorema de Fermat [Lam1847]:

Para n > 2 la ecuacion x" + y™ = z" no tiene soluciones para x, y, z enteros positivos.

Joseph Liouville (1809-1882) observo que su demostracion usaba la hipotesis sospechosa de que Z[{ ] era
un dominio de factorizacién tinica. En efecto, el matemadtico aleman Ernst Kummer (1810-1893) habia de-
mostrado tres anos antes en 1844 que para Z[({»3] esto era falso, pero su resultado fue publicado en una
revista poco conocida. Kummer comunicé su ejemplo a Liouville, y este en fin fue publicado en la revista
de la Academia de Ciencias. Kummer logré demostrar el dltimo teorema de Fermat para ciertos nimeros
primos n = p que él llamo regulares:

17.1. Definicion. Un primo p es irregular si p divide al nimero de clase hq ) del cuerpo ciclotomico Q(().

Por ejemplo, los primeros primos irregulares son p = 37,59,67, porque los nimeros de clases correspon-
dientes son
h@((37) =37, h@((ss) =3:59.:233, h@(((m =67-12739.

Otro criterio, mas facil para nosotros, es el siguiente

17.2. Hecho (Kummer, 1850). p es irregular si y solamente si p divide al numerador de algtin niimero de
Bernoulli Byy. para 2k < p - 3.

Para la demostracion, véase por ejemplo [Was1997, Chapter 5].

No es tan facil calcular hg ). Por ejemplo, en PARI/GP tenemos

? bnfinit(polcyclo(37)).clgp.no
% = 37

Para compilar una lista de los primos irregulares, tenemos que usar el criterio con los nimeros de Bernoulli:

irregular_primes (n) = {
local (p);
for(i=1,n,
p = prime (i);
for (k=1, (p-3)/2,
if (numerator(bernfrac(2*k))%p == 0, printf ("p = %d, B_%d\n", p,2*k))))
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He aqui los primeros primos irregulares con los niimeros de Bernoulli correspondientes. Note que 157
aparece en el numerador de Bgy V Bi1o:

p=37:

p=101:

p=103:

p=131:

p =149:

p=157:

37 -683-305065927

2= 2.3.5-17 ’
. _ 1159 -8089-2947939.1798482437
- 2.3.5.23 ’

2967 -186707-6235242049-37349583369104129

Bsg =

2-3.59 ’
17-37- 101 -123143- 1822329343 - 5525473366510930028227481
Bgg = — ;
2-3.5
108 2294797
#7""5.35.7.13 ’
_11-/131 593
2779323
5. _ 513-[149]463.2264267-3581984682522167 -
130 = 2.3-11-131 ’
o _ 31157 -266689-329447317 - 28765594733083851481
62 = )

6

5-157 -76493-150235116317549231 -36944818874116823428357691 - - -

110 = 2-3-11-23

Otro ejemplo curioso: 2017 divide el numerador de Bj,4 V €S Un primo irregular.
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2 238 547 877 1229 1597 1993 2371 2749 3187

3 239 557 881 1231 1601 1997 2377 2753 3191

5 241 563 883 1237 1607 1999 2381 2767 3203

7 251 569 887 1249 1609 2003 2383 2777 3209
11 257 571 907 1259 1613 2011 2389 2789 3217
13 263 577 911 1277 1619 2017 2393 2791 3221
17 269 587 919 1279 1621 2027 2399 2797 3229
19 271 593 929 1283 1627 2029 2411 2801 3251
23 277 599 937 1289 1637 2039 2417 2803 3253
29 281 601 941 1291 1657 2053 2423 2819 3257
31 283 607 947 1297 1663 2063 2437 2833 3259
37 293 613 953 1301 1667 2069 2441 2837 3271
41 307 617 967 1303 1669 2081 2447 2843 3299
43 311 619 971 1307 1693 2083 2459 2851 3301
47 313 631 977 1319 1697 2087 2467 2857 3307
53 317 641 983 1321 1699 2089 2473 2861 3313
59 331 643 991 1327 1709 2099 2477 2879 3319
61 337 647 997 1361 1721 2111 2503 2887 3323
67 347 653 1009 1367 1723 2113 2521 2897 3329
71 349 659 1013 1373 1733 2129 2531 2903 3331
73 353 661 1019 1381 1741 2131 2539 2909 3343
79 359 673 1021 1399 1747 2137 2543 2917 3347
83 367 677 1031 1409 1753 2141 2549 2927 3359
89 373 683 1033 1423 1759 2143 2551 2939 3361
97 379 691 1039 1427 1777 2153 2557 2953 3371
101 383 701 1049 1429 1783 2161 2579 2957 3373
103 389 709 1051 1433 1787 2179 2591 2963 3389
107 397 719 1061 1439 1789 2203 2593 2969 3391
109 401 727 1063 1447 1801 2207 2609 2971 3407
113 409 733 1069 1451 1811 2213 2617 2999 3413
127 419 739 1087 1453 1823 2221 2621 3001 3433
131 421 743 1091 1459 1831 2237 2633 3011 3449
137 431 751 1093 1471 1847 2239 2647 3019 3457
139 433 757 1097 1481 1861 2243 2657 3023 3461
149 439 761 1103 1483 1867 2251 2659 3037 3463
151 443 769 1109 1487 1871 2267 2663 3041 3467
157 449 773 1117 1489 1873 2269 2671 3049 3469
163 457 787 1123 1493 1877 2273 2677 3061 3491
167 461 797 1129 1499 1879 2281 2683 3067 3499
173 463 809 1151 1511 1889 2287 2687 3079 3511
179 467 811 1153 1523 1901 2293 2689 3083 3517
181 479 821 1163 1531 1907 2297 2693 3089 3527
191 487 823 1171 1543 1913 2309 2699 3109 3529
193 491 827 1181 1549 1931 2311 2707 3119 3533
197 499 829 1187 1553 1933 2333 2711 3121 3539
199 503 839 1193 1559 1949 2339 2713 3137 3541
211 509 853 1201 1567 1951 2341 2719 3163 3547
223 521 857 1213 1571 1973 2347 2729 3167 3557
227 523 859 1217 1579 1979 2351 2731 3169 3559
229 541 863 1223 1583 1987 2357 2741 3181 3571

Los primeros primos irregulares
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Desafortunadamente, hay un nimero infinito de primos irregulares. Esto fue demostrado por el mate-
matico danés K. L. Jensen en 1915. En efecto, su resultado era mas fuerte: hay un nimero infinito de primos
irregulares de la forma 4k + 3. Nosotros nos contentaremos con el siguiente

17.3. Teorema. Hay un niimero infinito de primos irregulares; es decir, p que dividen el numerador de algtin
nuimero de Bernoulli entre By, By,...,B)_s.

Demostracion. El argumento es un poco similar a la demostracién clasica del teorema de Euclides sobre la
infinitud de los nimeros primos: podemos suponer que py,..., pr son todos los primos irregulares. Nuestro
objetivo es encontrar otro primo irregular.
Sea
k:=N-(p1—-1)---(pr -1,

donde N es algiin nimero tal que |B;/k| > 1. Tal N existe porque para k = 2n par,

2n-1)!
2211—1 ”2n

|Bap /21| = {2n) == co.
Entonces existe algin primo p tal que p divide el numerador de B/ k. Por el teorema de Clausen-von Staudlt,
los py, ..., pr estan en el denominador de By, de donde p ¢ {ps,..., p;}. También tenemos p — 11 k, porque en
el caso p—1| k el primo p estaria en el denominador.
Sea 0< k' < p—1 el nimero tal que k' = k (mé6d p—1). Por las congruencias de Kummer
By By

7 = T (mod p),

y entonces p | By v p es irregular. [ |

Todavia no se sabe si el nimero de primos regulares es también infinito, pero conjeturalmente, solo
1-e Y2 ~39% de los primos son irregulares.

Ejercicio 10. Calcule en PARI/GP el porcentaje de los primos irregulares entre los primeros N primos para
algin N razonable (por ejemplo, N = 300).

Para mas informacién sobre el iltimo teorema de Fermat para los primos regulares, véase el libro [Rib1979]
(escrito mucho antes de la demostracion definitiva del teorema por Andrew Wiles en 1995, pero con buenas
explicaciones de los resultados de Kummer).
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