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Estos son mis apuntes para una serie de charlas sobre las curvas elipticas dadas en el seminario de
pregrado ALGA (= élgebra, geometria, aritmética) en la universidad de San Salvador. El lector interesado
debe consultar las partes relevantes de la biblia de las curvas elipticas [Sil2009].

1 Ecuaciones de Weierstrass

Sea k un cuerpo. Recordemos brevemente que el plano proyectivo sobre k es el conjunto
P2(k) == (&% (k) \ {0})/ ~,
donde A3(k) = k3 es el espacio afin tridimensional sobre k y ~ es la relacién de equivalencia definida por
(X,Y,2) ~ (X,Y,Z") = (X',Y',Z') = (AX,AY,AZ) para algtin A € k*.
Entonces, los puntos de IP?(k) son las clases de equivalencia
(X:Y:Z]:={(AX,AY,AZ) | A € k™ }.
Se dice que un polinomio o
F=Y a;; X' Y Z" €k[X,Y,Z]
ijk

es homogéneo si todos sus términos tienen el mismo grado; es decir, si 4;;x 7# 0 solamente cuando
i+j+k=d, donde d es algtin ntiimero fijo, llamado el grado de F.

En este caso a F se asocia una funcién homogénea de grado d sobre el espacio afin A3(k): para

cualesquiera X,Y,Z,A € k
F(AX,AY,AZ) = M F(X,Y, Z).

Para cualesquiera X,Y,Z y A € k* se cumple
F(AX,AY,AZ) =0 < F(X,Y,Z)=0.
Esto significa que esté4 bien definido el conjunto de los ceros de F sobre el plano proyectivo IP?(k):
C:={[X:Y:Z] €P*k) | F(X,Y,Z) =0}.

Este conjunto es la curva algebraica (plana, proyectiva) asociada al polinomio homogéneo F.
Nos van a interesar las curvas definidas por un polinomio ctibico de la forma

F(X,Y,Z) =Y?Z+ a1 XYZ + a3YZ? — X3 — a4y X?Z — ay X 7% — a6 73,

donde a1, 4ay,a3,a4,a¢ € k son algunos pardmetros fijos (aunque al principio su numeracién parece rara,
detrés de esta hay una buena razén).
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En otras palabras, nos interesan las soluciones de las ecuaciones de la forma
Y2Z + a1 XYZ 4+ a3YZ? = X3 + 0, X?Z + a4 XZ% + ag 23,

Estas se llaman las ecuaciones de Weierstrass.

Si Z = 0, se ve que también X = 0 y el tnico punto que nos queda es [0 : 1 : 0]. Este se llama el
punto al infinito de la curva. Si asumimos que Z # 0, podemos reescribir la ecuacién en términos de las
coordenadas inhomogéneas x := X/Z ey :=Y/Z:

y2 +a1xy +aszy = x>+ uzxz + agx + ag.

Los ceros (x,y) de esta ecuacién en el plano afin A?(k) corresponden precisamente a los puntos de la
curva proyectiva, salvo el punto O :=[0:1:0].

Si chark # 2, entonces podemos simplificar la parte izquierda de la ecuacién reemplazando y por
% (y —a1x — a3) (note que esta es una aplicacion lineal invertible). Se obtiene

1 a2 a1 a a2
S22 M1, W

_ 3 2
4y 1 > 1 = X"+ axx” + a4x + ae.

Multiplicando ambas partes por 4 y reordenando los términos, la ecuacién se vuelve
=423+ (a} +4ap) x® + (dag +2aya3) x + (a5 +4ag).

Pongamos
by := a% +4ay, by:=2a4+aras, bg:= a% + 4 ag.
Entonces, nuestra ecuaciéon es
y2 =4x3 + by x* +2by x + bg.
Ahora si chark # 2,3 podemos hacer otra sustitucién mds:

x—2by Y

YT Y7 08

(nota: 36 = 2% .32, 108 = 22.33, y de nuevo se trata de una aplicacién lineal invertible). La ecuacién se
vuelve
Y2 = x> +27(24by — b3) x + 54 (b5 — 36 by by + 216 bg).

Poniendo
cy:=Db3 —24by, cg:= —b5+36byby —216bg,

podemos escribir la ecuacién como
y2 = x> —27c4x — 5dcg.

Esto quiere decir que para chark # 2,3 se puede considerar las curvas definidas por las ecuaciones
v =x>+Ax+B,

donde
A= —27C4, B = -54 Ce.

Volviendo a las ecuaciones homogéneas proyectivas, tenemos
Y?Z =X+ AXZ*+BZ°.

A partir de ahora vamos a trabajar solamente con estas curvas, bajo la hipétesis que char k # 2, 3.



2 Discriminante

Un punto P de una curva algebraica definida por un polinomio homogéneo F € k[X, Y, Z] es singular
si todas las derivadas parciales de F se anulan en P:

oF JoF JoF
S (P) = S(P) = 5 (P) =0.

Las ecuaciones de arriba automdticamente implican que F(P) = 0; es decir, para encontrar los puntos
singulares, hay que encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones de arriba. Para una curva afin
definida por un polinomio f € k[x,y|, hay que considerar el sistema de ecuaciones

_ 9 oy py
FP) = 5L (P) = 5 (P) =0
En nuestro caso de interés se trabaja con

F(X,Y,Z)=Y?Z - X3 - AXZ?> - BZ°

Notamos que el punto O := [0 : 1 : 0] nunca es singular: tenemos
oF
= =Y>-AX*-3BZ?
9Z 3 ’
y luego
oF
== =1 .
57(0)=1#0

Entonces, podemos pasar a la ecuacién afin
fx,y)=y*—x>—Ax—B=0.

Examinemos cuando (x,y) € A%(k) es un punto singular de la curva. Se obtiene un sistema de ecuaciones

flx,y) =y*—x>—Ax—B =0,

%:—wkﬂza
ox

f 5, —
@_Zy_o.

De la tltima ecuacién se obtiene y = 0, asi que todo punto singular necesariamente pertenece al eje x.
Luego, nos queda el sistema de ecuaciones

P +Ax+B=0,
3x24+ A =0.

Notamos primero que estas dos ecuaciones tienen a lo sumo una rafz en comtn (sin contar las multi-
plicidades). He aqui un modo elemental de verlo. Si hubiera dos raices en comtn, el polinomio x* + A/3
tendria que dividir a x3 4+ A x + B; es decir, tendriamos para algin c € k

P+ Ax+B= (xz—i-?) (x —¢).
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Sin embargo,

(xz—i—?) (x —c¢) :x3—cx2+§x—%,
y se ve que este polinomio serd igual a x> + A x + B solamente cuando A = B = 0 (como siempre,
chark # 2,3) y se trata de la curva > = x® que tiene solamente un punto singular (0,0).

Serfa instructivo recordar un método general que nos permita detectar existencia de una raiz comdn
de dos polinomios con coeficientes en k

f=anx" +ay X" T dagxdag y g=by X" +b_ X" 4 by x+ by

Los polinomios f y g tienen una raiz comun en k si y solamente si su resultante Res(f, g) es nulo.
Por la definicién, Res(f, g) es el determinante de la matriz de Sylvester que es la matriz de (m + n) x
(m 4+ n) donde en la primera fila esta el vector

(am/am—lz- . .,ﬂl,ao, O/ . /O)

en la segunda fila esta
(O/ aIﬂ/ amfll o ,ﬂl, aO/ 0/ e /0)/

en la tercera fila
(Or 0, am, am—1,---,41,40, 0,..., 0)1

etcétera, hasta que se llegue al vector

0,...,0,am, a5 1,...,a1,40).

Luego siguen los vectores

(bnr bi’l*ll o Ibll bO/ 0/ e /0)/
(0/ bn/ bnflz e /bll bO/ 0/ s /0>/
(0/0/ bn/ bnfll .. 'lbll bO/ 0/ .. ~/O)/

0,...,0,ay,a,_1,...,a1,00).

En nuestro caso tenemos

Res(x® + Ax + B, 3x* + A) = det =4 A% 42782

o WwWo R
o WwWo RO
WO OoON
oo W
N oo wWo

Podemos concluir que la curva definida por Y2Z = X3 + A XZ2 + BZ? tiene un punto singular si y
solamente si 4 A3 +27 B> = 0.



ctbica singular 2 = x3 ctbica singular 2 = x3 — 3x + 2
g Y g Y

El nimero
A= —16 (4 A3 +27B?)

se llama el discriminante de la curva. El multiplo “—16" tiene cierto significado, pero no nos va a servir
por el momento.

Definicién. Para chark # 2,3 una curva eliptica sobre k es una curva proyectiva definida por una ecuacién
ctbica

Y?Z =X*+AXZ*+BZ?,
donde A, B € ky el discriminante A no es nulo.

Esta definicién ad hoc sera suficiente para nuestros objetivos. La verdadera definicién es mas bonita,
pero al final se reduce a estas ecuaciones. He aqui las gréficas de los puntos reales de algunas curvas de
la forma y*> = x> + Ax + B.

Yy Yy Yy

~ xﬁJx x
=
/\

N

—x curva eliptica y? = 23 —x + 1 curva eliptica y? = x> + x + 1

curva eliptica y? = x3

3 El caso general (a1, 4a,,a3,a4, ae)
Para simplificar la exposicién vamos a trabajar principalmente con las curvas elipticas de la forma

Y?7Z = X3+ AXZ? + BZ?,

afiadido
después



pero més adelante nos serviran las curvas definidas por
F(X,Y,Z) =Y?Z+ a1 XYZ +a3YZ? — X3 — 4y X?Z — a,XZ% — agZ% = 0.

De nuevo, tenemos
aj V2 . 2 . 2
37 Ye+ a1XY +2a3YZ ;X 204 X7 — 3ag/”.

JF

Luego, se ve que 57 (0) =1 # 0, asi que podemos pasar al polinomio inhomogéneo correspondiente

f(x,y) = y* +a1xy +azy — x> — apx® — azx — ag.
Calculamos
d
% = aly—3x2 —2apx — ay,
°)
a]yc =2y +ay1x +as.

Asi que un punto singular corresponde a una solucién del sistema de ecuaciones

y2+a1xy+a3yfx3 fazxz —mx —ag =0,

aly—sz—Zazx—a4 =0,
2y +aix +az = 0.

Si chark # 2, de la dltima ecuacién podemos expresar y = —(a1x + a3)/2, sustituirlo en las primeras

dos ecuaciones y obtener

423 +byx® +2byx + b =0,
6x2+byx+by =0,
donde
by = a% +4ay, by:=2a4+aya3, bg:= a% +4ag.
Luego, se puede calcular que
Res(4x3 + by x* +2by x + bg, 6 x> + by x + by) = —8A,

donde
A= —b%b8—8bi—27bg+9b2b4b6, bg := a%a6—|—4a2a6—a1a3a4+a2a%—aﬁ.

En particular, para gy = ay = a3 =0y as = A, a6 = B, setiene by =0, by =2A, bg = 4B, bg = —A?,

A = —16(4 A3 +27B?).

4 Laley de grupo

Definicién. Consideremos una curva eliptica E sobre un cuerpo k definida por la ecuacién

Y27 = X3+ AX72+BZ5.

Consideremos la siguiente operacién sobre los puntos E(k) C P?(k), o en general E(K) C PP%(K) para
cualquier extension de cuerpos K/k. Para dos puntos P, Q € E(K), sea { la recta que pasa por Py Q (si
P = Q, se considera la tangente que pasa por P) y sea R el tercer punto de interseccién de ¢ con E. Sea ¢/
la recta que pasa por Ry O := [0:1:0]. Entonces, el punto P & Q es el tercer punto de interseccion de E

con /.
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Todas las intersecciones se cuentan con multiplicidades.
Para entender todo esto, no estaria mal revisar un poco de la “geometria analitica” proyectiva. Haga-
mos una serie de observaciones.

1. La definicion es simétrica en Py Q, asi que P & Q = Q @ P para cualesquiera P, Q € E(K).

2. Una recta proyectiva que pasa por dos puntos P = [Xp : Yp : Zp] y Q = [Xp : Yp : Zp] corresponde
al plano en el espacio afin A3(k) que pasa por las rectas que corresponden a P y Q. Entonces, los
puntos de esta recta proyectiva estdn dados por la ecuacién

X Y Z
det | Xp Yp Zp =Xdet(YP ZP)—Ydet<XP ZP)—l—Zdet(XP YP)

Xo Yo Zo Yo Zo Xo Zg Xq Yo
= X (YpZg — Zp o) — Y (Xp Zg — Zp Xq) + Z (Xp Yo — Yp Xg) = 0.

Si nos interesa la parte afin donde Z # 0y si Zp, Zg # 0, podemos dividir todo por Z,Zp,Zg y
obtener la ecuacién de la recta afin en las coordenadas inhomogéneas x := X/Z, y :=Y/Z:

11 1 X Y Z X/Z Y/Z 1 x y 1
777 det | Xp Yp Zp | =det| Xp/Zp Yp/Zp 1| =det|xp yp 1| =0.
P Q XQ YQ ZQ XQ/ZQ YQ/ZQ 1 XQ yQ 1

Es la ecuacién habitual para la recta en A?(k) que pasa por (xp,yp) y (xg,q). Recordemos que
cuando xp # x, de aqui se puede pasar a la ecuacion

1 * oy 1 Yp — Y0 XpYQ — Yp XQ
o —x det Xp Yp 1 :Xﬁ—y‘f’ﬁzo
P xg yo 1 PTXQ P=XQ
que puede ser escrita como
_yr—¥Yo,
y_ixp—xg(x xQ) + Yo

3. ParaO=1[0:1:0]y P=[Xp:Yp:Zp| # 0 se ve que la recta que pasa por P y O viene dada por

X Y Z

det | Xp Yp Zp | =det X Z =XZp—ZXp=0.
0 1 0 Xp Zp

El punto O es el inico punto de la curva que satisface Z = 0, asi que podemos suponer que Zp, Z # 0
y escribir la ecuacién como x = xp en las coordenadas inhomogéneas. Esto significa que en el plano
afin la recta misteriosa que pasa por R y O es nada més la recta vertical que pasa por R:



P@Q/

Entonces, si R = (xg,yr), tenemos P @ Q = (xg, —YRr).
. Seve que P ® O = P para todo punto de la curva eliptica P # O.

. En general, si C es una curva proyectiva definida por una ecuacién homogénea F(X,Y,Z) = 0,
entonces la recta tangente en un punto no singular P = [Xp : Yp : Zp| esta definida por la ecuacioén
oF oF oF
Xa—X(P) +Y8—Y(P) +Z—=(P)=0.
Calculemos la recta tangente a la curva eliptica F(X,Y,Z) = Y?Z — X3 — AX Z? — BZ? en el punto
al infinito O = [0 : 1 : 0]. Tenemos

oF

—(0)= —3X2-AZ? =

E)X(O) 3 ‘x:z:o 0,

oF

ﬁ(o) =2YZly_1,0=0,
a—F(O):Yz—ZAXZ—BBZZ‘ -
90Z X=0,Y=1,Z=0

Entonces, la recta tangente consiste en los puntos [X : Y : 0]. Es la “recta al infinito”. Su interseccién
con la curva consiste en un punto O, pero es una interseccién de multiplicidad 3, asi que tenemos

0@ 0O =0.

. Ahora si tenemos dos puntos diferentes de la curva P # Q, P, Q # O, podemos calcular las coorde-
nadas de P @ Q. Ya que P, Q # O, podemos pasar a las coordenadas inhomogéneas.

Si xp = x, entonces yp = —y(, la recta que pasa por Py Q es la recta vertical x = xp = xg y su
tercer punto de interseccién es el punto al infinito O (que ya no se ve que pasamos al plano afin). En
este caso P Q = O.



Ahora si xp # x(, la ecuacion de la recta que pasa por Py Q es

_ Yp —VYQ (x_

— xQ) +yq-

y

Para encontrar las intersecciones de esta recta con la curva y> = x® + Ax + B, consideremos la
ecuacion

(yP—yQ

2
P— (x—xQ)+yQ) =x>+Ax+B.

Es una ecuacién ctibica de la forma

WP+Cx®+Dx+E=0,

_ 2
c:_<y1’yQ> _
xp—xQ

donde

Si sus raices son xp, XQ, X, tenemos

P+ Cx*+Dx+E=(x—xp)(x—xq) (x — xg)

=2 — (xp+ xQ + XR) x% + (xpxQ + XpXR + XQXR) X — Xp XQ XR.
En particular, igualando los coeficientes de x2, se obtiene

(yP—yQ

2
) =xp+xQ + xR,
XP—XQ

asi que las coordenadas del tercer punto de interseccién con la recta son

2
_(Yyr—VYoy\ . _Y¥r—Yo _
XR = (Xp — xQ> Xp—XQ, YR P (xr — xQ) +Vo-

Note que puede suceder que (xr,yr) = (xp,yp) 0 (xr,¥r) = (xQ,¥Q). Esto significa que la recta es
tangente a la curva en el punto R.

Las coordenadas de P & Q vienen dadas por (xg, —yRr)-

. 51 Q = P, entonces P @ P se calcula a partir de la tangente que pasa por P. Ya hemos analizado el
caso de O @ O y ahora supongamos que P # O. Podemos pasar a las coordenadas inhomogéneas y
la ecuacién f(x,y) = y*> — x> — Ax — B. En este caso la ecuacién de la tangente en (xp,yp) es

L) )+ L ey (y—yp) =00

Tenemos of of
— = — 2 —_ —_ — =
ax(P) 3xP A’ ay(P) (y yP) 2yP

Entonces, la tangente viene dada por

(=3xp— A) (x —xp) +2yp (y — yp) = 0.



Si yp = 0, entonces df /dy(P) = 0. Sin embargo, esto implica que df /9dx(P) # 0, puesto que el punto
P no es singular. Asi que la tangente es la recta vertical x = xp que interseca la curva... en el punto
O que hemos olvidado. En este caso P & P = O.
Supongamos ahora que yp # 0. En este caso la ecuaciéon de la tangente puede ser escrita como
3x34+ A
T T2 (x —xp) +yp.

Otra vez podemos sustituir y en y> = x> + A x + B y considerar

2

3x3+ A

<2P(x—xp)+yp> =x>+Ax+B.
yp

Esto es una ecuacién ctbica de la forma
X*+Cx*+Dx+E=0,

donde
(3x3 4+ A)?
4vp
Luego, sabemos que el polinomio ctibico de arriba tiene como su raiz x = xp de multiplicidad 2 y
alguna otra rafz x = xg. Entonces, analizando la ecuacién

C=-—

X+ Cx24+Dx+E=(x—xp)?(x—xgr),

vemos que el coeficiente de x? en la parte izquierda es —2 xp — xg, asi que

3x3+ A)2
2xp+xR:7( xp'; ),
4yp
de donde ( 5 )2 5
3xp+ A 3xp+ A
xR:T—ZxP/ ]/Rzﬁ(xR—xP)‘FyP

(como siempre en esta serie de exposiciones, se supone que char k # 2). Puede suceder que (xg, yr) =
(xp,yp), y en este caso la recta tangente tiene multiplicidad 3 con la curva, asi que P es un punto
de inflexién. En general, un punto de inflexién es un punto donde esta multiplicidad es > 3, y para
una curva afin f(x,y) = 0 un punto de la curva P serd un punto de inflexién si y solamente si

Pf - Ff of
oxox 9xdy ox
f P of (P) =0.

det —
oxdy odydy Jy
of of
CEI

Por ejemplo, el punto al infinito O es un punto de flexién de cualquier curva eliptica
Y2Z = X* + AXZ* + BZ%;
lo vimos demostrando que O ® O = O.

Las coordenadas de P & P vienen dadas por (xg, —yR)-
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jUf! Esto cubre todos los casos posibles y nos da ciertas férmulas explicitas.
Teorema. E(K) es un grupo abeliano respecto a la operacion &.

Demostracion. Si P,Q € E(K), entonces P & Q € E(K). Por ejemplo, esto puede ser comprobado por las
féormulas explicitas que obtuvimos arriba (las coordenadas de P @& Q se expresan mediante las operaciones
bésicas +, —, x, / aplicadas a xp, yp, X, ¥Q)-
Hemos visto que P @ O = O para todo P € E(K), asi que O es el elemento neutro. Luego, para todo
punto P existe su inverso: si P = [X : Y : Z], entonces —P = [X : =Y : Z]. Estd claroque P& Q = Q& P.
La tnica propiedad que no estd clara es la asociatividad:

(P®Q)®R=P®(Q@R) para cualesquiera P,Q,R € E(K).

En teorfa, podriamos hacer calculos explicitos con las férmulas de arriba, pero esto no seria muy instructi-
vo. Existe una prueba mads inteligente basada en el teorema de Riemann-Roch; véase [Sil2009, Proposition
I11.3.4]. n

5 Ejemplos y calculos en PARI/GP

Ciertos célculos con curvas elipticas se pueden hacer en el programa PARI/GP que el lector puede
descargar de la pagina http://pari.math.u-bordeaux.fr/. Para definir una curva eliptica

y¥=x>+Ax+B,

podemos escribir
E = ellinit ([A,BD);

En general, para definir una curva eliptica en la forma
2 _ .3 2
Y-+ ajxy +agy = x° +axx” + agx + ae,

hay que escribir

E = ellinit (lay,a,a3,a4,a61);

» La funcién elladd (E, [xp,ypl, [xo,yql) calculala suma (xp,yp) ® (xQ,y0)-

» La funcién ellmul (E, [x,y],n) calcula P& --- @ P para el punto de la curva P = (x,y).
—_———

n

Ejemplo. Consideremos la curva
¥y =x>—9x+09.

Tenemos (0, —3) & (3,3) = (1,1).

? E = ellinit([-9,9]);
? elladd(E, [0,-3],[3,3])
%= [1, 1]
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El punto P = (3,3) es de orden 3.

? P = [3,3];

? ellmul (E,P,2)
% = [3, -3]

? ellmul (E,P,3)
% = [0]

curva eliptica y*> = x> —9x +9

De hecho, (3,43) es un punto de inflexiéon. Tenemos otro punto entero parecido Q = (—3,3). Primero
se ve que Q & Q nos da otro punto entero menos evidente (15, —57).

7 Q= [-3,3];
ellmul (E,Q,2)
% = [15, -5T7]

-~

Si seguimos calculando los miiltiplos # P, se ve que este punto tiene orden infinito.

? ellmul (E,Q,3)
% = [-8/9, 109/27]
? ellmul (E,Q,4)
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)
?
)
?
%
?

YA

= [1491/361, -44601/6859]

ellmul (E,Q,5)

= [13209/20449, 5436183/2924207]

ellmul (E,Q,6)

= [1048753/427716, -361921823/279726264]

ellmul (E,Q,7)

= [310669305/265918249, 1226474628261/4336328886443]

Ejemplo. Consideremos la curva

y2:x372x+1

y su punto P = (0,1). Calculemos los multiplos de P.

N N N

h

)

h

Ejemplo. Para la curva y?> = x* + 1 podemos calcular que el punto (2,3) es de orden 6:

E = ellinit ([-2,1]1);

P = [0,1];
ellmul (E,P,2)
= [1, 0]
ellmul (E,P,3)
= [0, -1]
ellmul (E,P,4)
= [0]

Entonces,

2-(2,3) = (0,1),

P&P= (1,0, P&Pa&P=(0-1),

PP PP =0.

curva eliptica y? = x3 —2x + 1

3-(2,3) = (—1,0),

4-(2,3)=(0,-1),
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? E = ellinit ([0,1]);
? ellmul(E, [2,3],2)

% = [0, 1]

? ellmul (E, [2,3],3)
% = [-1, 0]

7 ellmul(E, [2,3],4)
% = [0, -1]

? ellmul(E, [2,3],5)
%= [2, -3]

? ellmul (E, [2,3],6)
% = [0]

Todo esto se ve del dibujo de abajo. Note que (0,£1) son puntos de inflexién: en estos puntos la
tangente tiene interseccién de multiplicidad 3 con la curva.

y

curva eliptica y? = x% + 1

Continuard...
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