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Estos apuntes acomparian un curso de dlgebra conmutativa en el programa de maestria de la Universi-
dad de El Salvador. Vamos a seguir el libro de David Eisenbud “Commutative Algebra with a View Toward
Algebraic Geometry” (Springer GTM 150) y trataremos de cubrir los capitulos 2, 4-7, y posiblemente 9-13.
Los temas principales son localizacién, dependencia integral, planitud y completacién.

El texto de abajo esencialmente sigue el libro de Eisenbud. Otras fuentes recomendadas son

» El libro de texto “Introduction to Commutative Algebra” de Atiyah y Macdonald.
s A. Altman, S. Kleiman, “A Term of Commutative Algebra”.

s Los apuntes “A Primer of Commutative Algebra” de James S. Milne disponibles en su pagina
http://www.jmilne.org/math/

= Los apuntes de Pete L. Clark http://math.uga.edu/ pete/integral.pdf

Algebra conmutativa tiene el siguiente propésito. Los objetos que se estudian en geometria algebraica
se conocen como esquemas y pueden ser interpretados como el resultado de pegamento de anillos conmu-
tativos. Esto es similar a la situacién con variedades topolégicas, diferenciables, complejas, etcétera, donde
una variedad se ve localmente como R" o C". Ya que en geometria algebraica, un objeto geométrico se ve
localmente como un anillo conmutativo, para estudiar los objetos geométricos, primero hay que conocer
bien las propiedades de anillos conmutativos. Los detalles técnicos de esta historia se estudian en el pre-
sente curso y luego en el curso de geometria algebraica. Esta fusiéon de dlgebra y geometria proporcioné
fundamentos rigurosos a la geometria algebraica cldsica y ademds ha dado muchos frutos en la teoria de
nimeros moderna.

Los ejercicios que aparecen en el texto son obligatorios. La nota final del curso corresponderé al por-
centaje de los ejercicios entregados.


http://www.jmilne.org/math/
http://math.uga.edu/~pete/integral.pdf
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0 Algunas nociones preliminares

Antes de llegar a los resultados nuevos e interesantes, necesitamos revisar ciertas nociones basicas de
dlgebra, mds que todo para fijar la terminologia y notacién. Para mds detalles el lector puede consultar
cualquier libro de texto de adlgebra. También usaré el lenguaje categérico, para el cual se pueden revisar
mis apuntes http://cadadr.org/san-salvador/2018-06-categorias/categorias.pdf

0.1 Anillos e ideales

En este curso todos los anillos seran conmutativos con identidad. Por la definicién, se supone que un
homomorfismo de anillos f: R — S preserva la identidad: f(1r) = 1s.

0.1. Definicién. Para dos anillos R y S su producto directo es el producto cartesiano
RxS:={(r,s)|reR,seS}
respecto a las operaciones

(r1,81) 4 (r2,82) := (r1 + 12,51 +52),  (r1,51) - (r2,82) 1= (r172,5152).

Se ve que R X S junto con las proyecciones a R y S es efectivamente el producto de Ry S en la categoria
de anillos conmutativos.

0.2. Definicién. Se dice que u € R es una unidad (o un elemento invertible) si existe u~l € R* tal que
uu~! = 1 (note que en este caso u~! es necesariamente tinico). Las unidades forman un grupo respecto a
la multiplicacién que se denota por R*.

0.3. Definicién. Un cuerpo es un anillo donde 1 # 0 y todo elemento no nulo es invertible.

0.4. Definicién. Si xy = 0 en R para algunos elementos x e y, entonces se dice que x e y son divisores de
cero. En particular, si " = 0 para algan n = 1,2,3,4, ..., se dice que x es un nilpotente.

Un anillo no nulo sin divisores de cero no nulos se llama un dominio de integridad, o simplemente un
dominio.

Si 1 =0, entonces los axiomas de anillos implican que R = {0}. Es un anillo legitimo, llamado el anillo
nulo, pero este no se considera como un dominio ni como un cuerpo.

0.5. Definicién. Un ideal a C R es un subgrupo abeliano que ademads esta cerrado respecto a la multipli-
cacién por los elementos de R: si x € ay r € R, entonces rx € a.
Sia # R, se dice que a es un ideal propio.

Note que si a; C R son ideales, entonces (; a; es también un ideal.
Para un ideal a C R se ve que sobre las clases laterales R/a se puede definir el producto

(x+a)-(y+a):= (xy+a)

De esta manera R/a se vuelve un anillo, llamado el anillo cociente de R por a. La proyeccién canénica
R — R/a es un homomorfismo de anillos. Para un homomorfismo f: R — S el nticleo

ker f:={re R | f(r) =0}
es un ideal en R y hay un isomorfismo canénico
R/ker f =im f:={f(r) |r € R}

que se conoce como el primer teorema de isomorfia.


http://cadadr.org/san-salvador/2018-06-categorias/categorias.pdf

0.6. Definicién. Para un subconjunto S C R el ideal generado por S es el minimo entre los ideales a C R
tales que a O S. Este ideal se denota por (S).

Se ve que los elementos de (S) son precisamente las combinaciones R-lineales de los elementos de S:
() = {Z 7isi
i

0.7. Definicién. Si unideal a C R puede ser generado por un elemento (se tiene a = (x) para algtn x € R),
entonces se dice que a es un ideal principal. Un dominio donde todos los ideales son principales se llama
un dominio de ideales principales.

ri €R, SiGS}.

0.8. Ejemplo. Z y k[X] son dominios de ideales principales. La razén detrds de esto es el algoritmo de
Euclides. Para un ideal no nulo a C Z, sea x el minimo entero positivo tal que x € a. Luego, paray € a
la divisién con resto nos day = qx+r, donde q,r € Zy 0 < |r| < x. Pero r = y — qx € a, y por lo tanto
r = 0 por nuestra eleccién de x. Esto significa que todo elemento de a es divisible por x, y luego a = (x).
En el caso del anillo de polinomios, la prueba es idéntica: para un ideal a C k[X] hay que considerar un
polinomio no nulo f de minimo grado posible tal que f € k[X]. Luego, a = (f). A

0.9. Definicién. Un ideal p C R es primo si se cumplen las siguientes condiciones:
Dp#R
2) si xy € p para algunos x,y € R, entonces x € po y € p.

0.10. Definicién. Para dos ideales a, b C R por ab se denota el ideal generado por los productos ab donde
a€aybeb Paran =1,2234,...elideal a" se define como el producto g---a; es decir, es el ideal

n
generado por a4y - - -a, donde a; € a.

Ejercicio 1. Demuestre que R es un cuerpo si y solamente si el tnico ideal propio de R es (0).
Ejercicio 2. Sea p C R un ideal primo.
1) Demuestre que si ab C p, entoncesa Cpo b C p.
2) Demuestre que si a” C p, entonces a C p.
0.11. Definicién. Un ideal m C R es maximal si se cumplen las siguientes condiciones:
1) m #R,
2) sim C a para algin ideal propio a C R, entonces a = m.
Ejercicio 3. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.
1) Demuestre que para todo ideal a C S su preimagen f~!(a) C R es también un ideal.
2) Demuestre que para todo ideal primo p C S su preimagen f~!(p) C R es un ideal primo.

3) Demuestre que para un ideal maximal m C S su preimagen f~!(m) C R no tiene por qué ser es un
ideal maximal (encuentre un contraejemplo).

Ejercicio 4. Deduzca del lema de Zorn™ que todo ideal propio a C R estd contenido en algtn ideal
maximal. En particular, todo anillo no nulo posee un ideal maximal.
(No me gustaria revisar la teorfa de conjuntos; véase por ejemplo el primer capitulo de Atiyah-Macdonald.)

“Max ZorN (1906-1993), matemético y 16gico aleman.



0.12. Definicién. Si R es un anillo que posee solo un ideal maximal, se dice que R es un anillo local.

Todo cuerpo es un anillo local: el tnico ideal propio en este caso es (0). Hay muchos ejemplos mas
interesantes y no tan triviales, pero los veremos mds adelante. Un ejemplo conocido: el anillo de enteros
p-adicos Z, es un anillo local: su tnico ideal maximal es el ideal generado por p.

Ejercicio 5. A partir de nuestras definiciones, deduzca la siguiente caracterizacién de ideales primos y
maximales.

1) Unideal p C R es primo si y solamente si R/p es un dominio.
2) Unideal m C R es maximal si y solamente si R/m es un cuerpo.
En particular, todo ideal maximal es primo.
0.13. Definicién. El conjunto de los ideales primos de R se llama el espectro de R y se denota por
SpecR := {p C R | p primo}.
El conjunto de los ideales maximales se llama el espectro maximal:
Specm R := {m C R | m maximal}.
Ejercicio 6. Sea R un anillo y a un ideal.

1) Demuestre que hay una biyeccién natural entre los ideales b C R tales que a C b y los ideales
b C R/a, dada por b:=b/a.

2) Demuestre que esta biyeccién preserva inclusiones, intersecciones, sumas de ideales.

(Basta probar la preservacién de inclusiones; luego, note que ; b; es el ideal maximal contenido en
los b; y }_; b; es el ideal minimo que contiene a todos los b;.)

3) Demuestre que esta biyeccion se restringe a una biyeccién entre los ideales primos
SpecR/a = {p € SpecR | p D a}
y entre los ideales maximales

Specm R/a =2 {m € Specm R | m D a}.

Ejercicio 7 (Topologia de Zariski'). Sea R un anillo. Para un subconjunto S C R definamos
V(S) := {p € SpecR | p D S}.
1) Demuestre que V(S) = V(a) donde a = (S).

2) Demuestre que los conjuntos V(S) satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados de una topologia.

Especificamente,
V(0) =SpecR, V(1) =Q;

para las uniones finitas se tiene
V(a) UV (b) = V(ab),

mientras que para las intersecciones arbitrarias
V(w) =V(}a)
i i

“OscAr ZAriski (1899-1986), gedmetra algebraico de origen polaco.




La topologia sobre Spec R definida por los conjuntos cerrados V(S) se llama la topologia de Zariski.

3) Demuestre que la topologia de Zariski no suele ser Hausdorff. Considere, por ejemplo, el caso de
R = k[X] donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

4) Para f € R definamos
U(f) == {p € SpecR | f & p}.

Demuestre que estos conjuntos forman una base de la topologia de Zariski.

5) Demuestre que SpecR = J; U(f;) para una familia finita de elementos f; € R si y solamente si
(fi) = R.

6) Demuestre que SpecR es casi-compacto (todo recubrimiento abierto posee un subrecubrimiento fi-
nito).

7) Demuestre que todo homomorfismo de anillos ¢: R — S induce una aplicacién continua
Spec S — SpecR,
P97 (p):
8) Describa los puntos del espacio Spec Z. ;Cuéles puntos son cerrados (satisfacen {p} = {p})? Calcule
la cerradura de los puntos abiertos.

Para mas resultados sobre el espectro, también se pueden hacer los ejercicios 1.15-1.26 de Atiyah—
Macdonald.

0.14. Definicién. Se dice que un elemento p € R es primo si el ideal generado por p es primo. Esto es
equivalente a pedir que

1) p ¢ R%,

2) sip|xy, entoncesp |xop|y.

Se dice que r € R es irreducible si
1) r ¢ R%,

2) sir|st, entoncess € R* ot € R*.

0.15. Definicién. Se dice que un R es anillo factorial (0 un dominio de factorizacién tnica) si R es
un dominio y todo elemento no nulo de R se factoriza de modo tinico en un producto de elementos
irreducibles, salvo permutacién de los multiplos y multiplicaciéon por las unidades.

0.16. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es factorial: para todo entero no nulo se tiene
n=+]]p>".
p

En general, todo dominio de ideales principales es factorial.
Si R es un anillo factorial, entonces el anillo de polinomios R[Xj, ..., X,] es también factorial. Este
resultado es esencialmente lo que se conoce como el lema de Gauss. A

0.17. Definicién. Para dos ideales a,b C R el ideal cociente correspondiente viene dado por
(a:b):={x€R|xbCa}
Esto es un ideal. En particular, para a = 0 el ideal
Annb:=(0:b):={x € R|xb=0}

se llama el aniquilador de b.



0.2 Moddulos

0.18. Definicién. Un R-médulo M es un grupo abeliano dotado de una accién de R

RxM— M,

(r,m)—r-m
que satisface los siguientes axiomas:

r-(s-m)=(rs) -m,

)
)

r-(m+
(r+s)-m=r-m+s-m,
1-m

2

=r-m+r-n,

=m

para cualesquiera r,s € R, m,n € M.

Un submédulo N C M es un subgrupo abeliano tal que la accién de R sobre M se restringe a N.

Una aplicacién R-lineal (o un homomorfismo de R-médulos) f: M — N es un homomorfismo de
grupos abelianos que es compatible con las acciones de R; es decir, satisface f(r-m) = r- f(m) para
cualesquiera r € R, m € M.

Si N C M es un submoédulo, entonces el cociente de grupos abelianos M/ N es también un R-mdédulo
respecto a la accién
r-(m—+N):=(r-m)+ N.

La proyecciéon canénica M — M/N es evidentemente R-lineal. Para toda aplicaciéon R-lineal f: M — N
tenemos un isomorfismo canénico
M/ ker f =2im f

(esto es el primer teorema de isomorfia para R-médulos). Aqui ker f es el niicleo de f que es el submédulo
de M dado por
ker f:={me M| f(m) =0}.

El papel dual juega el conticleo que se define por
coker f := N/imf.

0.19. Ejemplo. Notamos que un R-submoédulo de R es la misma cosa que un ideal a C R. El anillo cociente
R/a es también un R-médulo. La proyeccién canénica R — R/a es una aplicacién R-lineal. A

0.20. Definicién. Para un R-médulo M el aniquilador es el ideal
AnnM:={reR|r-M=0}.
Por ejemplo, Ann(R/a) = a. De la misma manera, para un elemento m € M se define
Annm :={r e R|r-m=0}.
0.21. Definicién. Para dos R-médulos M y N su suma directa es su suma directa como grupos abelianos
M@&N:={(mn)|meM,ne N}

con la accién de R definida por
r-(mmn):=(r-mr-n).



La suma directa M @ N es a la vez el producto y el coproducto de M y N en la categoria de R-médulos.
Para una familia infinita de R-médulos la suma directa se define como

D M; := {(m;) | m; € M;, m; = 0, salvo un nimero finito de los i}
i

= {sumas formales finitas ) m; | m; € M;},
i

mientras que el producto directo viene dado por
I Mi == {(m) | mj € M;}.
i
El producto directo []; M; es el producto de los M; en la categoria de R-médulos, y la suma directa
@; M; es el coproducto. Notamos que @; M; es un submédulo de []; M;.

0.22. Definicién. Se dice que una sucesion de aplicaciones R-lineales

NGV ARNELSNG VAN Y A

es exacta en M; siim f; 1 = ker f;. Se dice que es exacta si es exacta en M; para todo i. En particular, una
sucesion exacta de la forma

i

0-MLHMEM 0
se llama una sucesién exacta corta. Su exactitud significa que
1) i es un monomorfismo,
2) p es un epimorfismo,
3) imi = ker p.
0.23. Ejemplo. Para toda aplicacién R-lineal f: M — N se tiene una sucesién exacta

0—>kerf—>Mi>N—>cokerf—>0

0.24. Ejemplo. Sea M un R-médulo y M1, M, sus submoédulos. Entonces, la sucesion

m—(m,m) (mq,my )—my—my
—>

0> M NM;, ———= M; b M, M+ M, —0

es exacta. Aqui M; + M; es el submddulo generado por M; y M; (el minimo submdédulo que contiene a
My y Mp). A

0.25. Ejemplo. Sea a C R un ideal y sea x € R un elemento. Entonces, la sucesiéon
0—=R/(a:x) =5 R/a— R/(a+ (x)) =0

es exacta. Aqui
(a:x):={reR|r-(x) Ca} Da



Ejercicio 8. Para una sucesion exacta corta
0+MLHMEM 0
las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Existe una aplicacién R-lineal r: M — M’ tal que r oi = idpy.
2) Existe una aplicacion R-lineal s: M — M tal que p os = id .
3) Existe una aplicacion R-lineal f: M’ & M — M que hace parte del diagrama conmutativo

, m'=(m'0) (m' ,m"y—m" M

0 M M @ M 0
J{id l f J{id
0 M i M P M 0

Ademas, todo f que hace parte de un diagrama conmutativo con filas exactas

0 M N M" 0
Js Is |
0 M M M" 0

es automdticamente un isomorfismo (véase el ejercicio 10).

Cuando se cumple una de las condiciones equivalentes 1)-3), se dice que la sucesién exacta corta se
. . . *
escinde, o que es escindida .

0.26. Definicién. Para un conjunto I el R-médulo libre generado por los elementos de I es un médulo R!
junto con una inclusién I < R! caracterizado por la siguiente propiedad universal: si M es un R-médulo,
entonces toda aplicacién de conjuntos I — M se extiende de modo tinico a una aplicacién R-lineal R! — M.

I—QM
3
.

Si M = R! para algtin I, se dice que M es un médulo libre de rango |I|.

La construccion de R! es la siguiente: hay que tomar la suma directa de copias de R indexada por los
elementos de I:
Rl=Pr

i€l
En este caso la aplicacién I — Rl asociaai € I el elemento ¢; := (0,...,1,...,0) donde 1 estd en la i-ésima
posicion.

El rango de un médulo libre sobre cualquier anillo conmutativo estd bien definido: R! = R/ implica
|I| = |]J|. Si R = k es un cuerpo, entonces todo R-médulo V es un espacio vectorial sobre k y en los cursos
de dlgebra lineal se demuestra que V posee una base ; es decir, que es siempre libre. El rango en este caso
es la dimensién. Sobre un anillo que no es un cuerpo, hay médulos que no son libres (no poseen una base).
Sin embargo, hay la siguiente nocién de finitud muy util.

“split en inglés.
“Por cierto, esto también se demuestra mediante el lema de Zorn, asi que haga el ejercicio 4.



0.27. Definicién. Para un R-médulo M se dice que algunos elementos m; € M generan a M si todo
elemento de M puede ser expresado como una combinacién R-lineal ) ;c;7;m;; en otras palabras, si la
aplicacion
f:RI 5 M,
e; — m;
es sobreyectiva. Si M posee un ntmero finito de generadores, entonces se dice que M es finitamente
generado. Si ker f es también finitamente generado; es decir, si existe un ndmero finito de elementos
n; € ker f y hay un epimorfismo
g: R — ker f,
e — nj,

entonces se dice que M es un médulo finitamente presentado. Esto significa que existe una sucesién exacta

RIS RUL Moo

donde I y | son finitos.

0.3 El lema de la serpiente y sus consecuencias

Vamos a necesitar los siguientes resultados basicos del dlgebra homolégica. Recomiendo que el lector
haga estos ejercicios porque estos serdn ttiles en la clase de topologia algebraica.

Ejercicio 9 (El lema de la serpiente). Supongamos que hay un diagrama conmutativo de aplicaciones

R-lineales con filas exactas
p

A B C
I
Al i B/ r c!

Demuestre que hay una aplicacién natural R-lineal §: kerh — coker f que hace parte de una sucesién
exacta

0 0

0 0

0 — ker f — kerg — kerh 4 coker f — coker g — cokerh — 0

Aqui las aplicaciones ker f — kerg — kerh estdn inducidas por las aplicaciones A — B — C y las
aplicaciones coker f — cokerg — cokerh estan inducidas por A” — B’ — C’. Lo més interesante es
construir ¢. Para ¢ € kerh, ya que p: B — C es una aplicacion sobreyectiva, existe b € B tal que p(b) = c.
Luego, tenemos g(b) € ker p’ = im7’, asi que existe un elemento unico a’ € A’ tal que i'(a’) = g(b). Sea
5(c) la imagen de a’ en coker f.

1) Demuestre que d(c) € coker f estd definido de modo tnico por la descripcion de arriba.
2) Demuestre que J es una aplicacién R-lineal.

3) Demuestre que la sucesién con ker y coker de arriba es exacta.

Este resultado se conoce como el lema de la serpiente porque la aplicaciéon J puede ser dibujada de la
siguiente manera:

10



0 — kerf kerg kerh

coker f —— coker ¢ — cokerh —— 0

Ejercicio 10 (El lema del tres). Consideremos un diagrama conmutativo de aplicaciones R-lineales con filas
exactas

0 A B c 0
ool b
0 A B c’ 0

Demuestre que
1) si f y h son mono, entonces g es también mono,
2) si f y h son epi, entonces g es también epi,
3) si f y h son iso, entonces g es también iso,

(use el lema de la serpiente).

Ejercicio 11 (El lema del cinco). Consideremos un diagrama conmutativo de aplicaciones R-lineales con
filas exactas

Aq Ap Az Ay As
lf 1 lfz lfs lf4 l}%
Bq By B3 By Bs

Demuestre que
1) Si fo y fa son mono y f; es epi, entonces f3 es mono,
2) Si fo y fasonepiy f5 es mono, entonces f3 es epi,
3) Si f1 es epi, f5 es mono y f, f4 son iso, entonces f3 es iso.

Sugerencia: se pueden factorizar las “factorizaciones epi-mono” de las aplicaciones

Ko A2 —>A3, o3 A3 —>A4, ﬁz: Bz —>B3, ﬁ3: Bg —>B4
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Ay Az Az Ay As
imay imag
A f2 %E f3 %ﬁ fa fs
1mv/32 1mV,33
B, B, i B, Ps B, Bs
Luego, demuestre que
a) si fy es mono, entonces /T4 es mono,
b) si f» es epi, entonces f, es epi,
c) si f es mono y f1 es epi, entonces f, es mono,
d) si f4 es epiy f5 es mono, entonces f; es epi
y usando a)-d) aplique el lema del tres al diagrama
0 imay Asz imag — 0
i3 2 7
0 im B3 imps —— 0

0.4 Algebras

0.28. Definicién. Si R y A son anillos, se dice que A estd dotado de una estructura de R-dlgebra si estd
especificado un homomorfismo a: R — A.

En este caso normalmente R se identifica con su imagen en A y en lugar de f(r) - a se escribe 7 - a.
También para un ideal a C A es comtn escribir R Na en lugar de a1 (a).

Un homomorfismo de R-dlgebras es un homomorfismo de anillos f: A — B que respecta las estructu-
ras de R-dlgebras: f(r-a) =r- f(a).

0.29. Ejemplo. Todo anillo R tiene una estructura tinica de Z-dlgebra: existe un homomorfismo Gnico"
Z — R. En otras palabras, Z es un objeto inicial en la categoria de anillos. A

0.30. Ejemplo. El anillo de polinomios R[Xj, ..., X;] es una R-dlgebra: la inclusién de R como los polino-
mios constantes es un homomorfismo R — R[Xq, ..., Xu]. A

“Recuerde que por nuestra convencién un homomorfismo de anillos aplica 1 en 1.
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0.31. Definicién. Se dice que una R-dlgebra A es finitamente generada si existe un ndmero finito de
elementos x1,...,x, € A tales que todo elemento de A se obtiene como un polinomio en x; con coeficientes
en R; es decir, si existe un homomorfismo sobreyectivo

R[X1,..., Xn] = A,
Xi — X;j.

En este caso también se escribe A = R[xq,..., Xg].

Cuidado con la terminologia: R[X7, ..., X,] es una R-dlgebra finitamente generada, pero no es un R-médulo
finitamente generado.

0.5 Anillos y médulos noetherianos
0.32. Definicién. Un anillo R es noetheriano” si se cumple una de las siguientes condiciones equivalentes.
1) Todo ideal a C R es finitamente generado.
2) Toda cadena ascendente de ideales en R
apCa Capt---CR
se estabiliza; es decir, a; = a;,1 parai > 0.

En efecto, dado un ideal a que no es finitamente generado, se puede encontrar una cadena creciente de
ideales

(XO) -,C«- (.X'O,Xl) g (X(),xl,XZ) g e

que no se estabiliza (sea xg := 0, y luego por induccién, ya que (xg,x1,...,X,) € a, podemos escoger
Xp+1 € a\ (x1,...,%,)). Enla otra direccion, supongamos que todo ideal en R es finitamente generado. Sea

apCa;CaC---CR
una cadena ascendente de ideales. Entonces, la unién

a:= a;
0

v

es también un ideal y a = (xo, x1, ..., x,) para algunos xp, x1, ..., X, € R. Pero cada uno de estos elementos
pertenece a algun ideal de la cadena, asi que {xp,x1,...,X,} C a; para algun indice i suficientemente
grande. Luego, a; = (xo, X1,..., %) ¥

a; = 0j41 = Qjyp = -

0.33. Ejemplo. Todo cuerpo es un anillo noetheriano: en este caso el unico ideal propio es (0). Todo
dominio de ideales principales, por ejemplo Z, es noetheriano: en este caso los ideales no son solamente
finitamente generados, sino siempre tienen un generador. A

Muchos ejemplos importantes de anillos noetherianos surgen del siguiente resultado.

0.34. Proposicién (Teorema de la base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polinomios
R[X] es también noetheriano.

“EmMY NOETHER (1882-1935), matematica alemana.
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Demostracion. Consideremos una cadena ascendente de ideales
ap Cag Cap C--- CR[X].

Necesitamos ver que esta se estabiliza.
Sea a; 4 el ideal de los elementos de R que aparecen como los coeficientes mayores de los polinomios
de grado d en a;. Tenemos
aig € ap g sii<i y d<d.

Entre los a; ; hay un niimero finito de ideales distintos. Supongamos lo contrario. En este caso una familia
infinita de ideales distintos corresponde a un subconjunto infinito de los indices dobles (i,d) € N x N y
entre ellos se puede escoger una cadena infinita (i, dy) con

ig<ip<ip<---, do<di<dp<---

De aqui se obtiene una cadena ascendente

Gig,dg & Qiydy & Gigdy & - & R

= = =

pero esto contradice nuestra hipétesis que R es noetheriano.
Entonces, existe un indice i tal que

Gid = Qi+1d = Qi424 = "

para todo 4.

Supongamos que f € ay para i’ > i. Veamos por induccion sobre d = deg f que f € a;. Como la base
de induccién se puede considerar el caso de d = —oo; es decir, f = 0. Para el paso inductivo, por lo que
hemos demostrado, existe un polinomio g € a; que tiene el mismo coeficiente mayor que f y el mismo
grado d. Luego, deg(f — g) < d y por la hipétesis de induccion f — g € a;, asi que f € a;. |

0.35. Corolario. Si R es un anillo noetheriano, entonces para todo n el anillo de polinomios R[Xy, . . ., Xy es también
noetheriano.

Demostracion. Induccién sobre n: el caso base es n = 0 y el paso inductivo es 0.34 junto con el isomorfismo
R[Xq,...,Xu] 2 R[Xy,..., Xy-1][Xn]. |

0.36. Proposicién. Supongamos que R es un anillo noetheriano.
1) Para todo ideal a C R el anillo cociente R/ a es también noetheriano.

2) Para todo homomorfismo f: R — S el anillo im f es noetheriano .

Demostracion. Las propiedades 1) y 2) son equivalentes: para un homomorfismo f: R — S se tiene el
teorema de isomorfia im f = R/ ker f.

Consideremos la proyeccién canénica al anillo cociente f: R — R/a. Si b es un ideal en R/a, entonces
el ideal f~1(b) C R es finitamente generado, ya que R es noetheriano. Tenemos f~!(b) = (x1,...,x,) para
algunos x1,...,x, € R. Luego, b = (f(x1),..., f(xn)). |

0.37. Corolario. Si R es un anillo noetheriano y A es una R-dlgebra finitamente generada, entonces A es también
un anillo noetheriano.

Demostracion. Por la definicién, A es una R-dlgebra finitamente generada si hay un homomorfismo sobre-
yectivo R[X1, ..., X,] — A. Podemos aplicar 0.35 y 0.36 [ ]

“En palabras: toda imagen homomorfa de un anillo noetheriano es también noetheriana.
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Ejercicio 12. Un subanillo de un anillo noetheriano no tiene por qué ser noetheriano. Encuentre algtn
contraejemplo.

También tenemos una nocién més general de mdédulo noetheriano.

0.38. Definicién. Un R-médulo M es noetheriano si se cumple una de las siguientes condiciones equiva-
lentes.

1) Todo submédulo N € M es finitamente generado.

2) Toda cadena ascendente de submodulos de M
NCMCEN,C---CM
se estabiliza; es decir, N; = N; 1 parai > 0.

Notamos que esto generaliza la nocién del anillo noetheriano: R es noetheriano si es noetheriano como
R-médulo.

0.39. Proposicién. Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mddulo finitamente generado, entonces M es noethe-
riano.

Demostracion. Sean mj. ..., m, generadores de M y sea N un submoédulo de M. Necesitamos probar que
N es finitamente generado. Procedamos por induccién sobre r. Si ¥ = 1, tenemos una aplicacién R-lineal
sobreyectiva

p: R— M,
1— my.

Luego, p~'(N) C R es un ideal finitamente generado, ya que R es noetheriano. Tenemos p~!(N) =
(x1,...,x,) para algunos xy,...,x, € Ry luego p(x1),...,p(x,) son generadores de N.
Supongamos ahora que r > 1. Pasemos al cociente de M por el submédulo generado por m;:

p: M —» M/Rm.

El médulo Rm; es noetheriano por el argumento de arriba. Luego, N N Rm;, siendo un submoédulo de
Rmy, es finitamente generado. Sean #n4,...,1ns; € N N Rmj sus generadores.

El médulo M/Rm; tiene p(my), ..., p(m,) como sus generadores, y entonces es también noetheriano
por la hip6tesis de induccién. Se sigue que N := p(N) € M/Rm; es finitamente generado. Sean 1, ..., n}
elementos de N cuyas imégenes generan a N. Esto significa que para todo elemento 1 € N se tiene

n— Y rinj € NNRmy
1<i<t

para algunos 7} € R. Luego,

n— Y rinj=Y rin;

1<i<t 1<j<s

para algunos ri € R. Se sigue que todo elemento de N es una combinacion R-lineal de ny, ..., ns, n’l, o M
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0.6 ElHom

0.40. Definicién. Si M y N son dos R-médulos, entonces las aplicaciones R-lineales M — N forman un
R-m6dulo Homg (M, N), donde la suma y la accién de R estdn definidas por

(f +8)(m) := f(m) +g(m), (r-f)(m):=r-f(m)=f(r-m).
Ejercicio 13. Calcule los siguientes grupos abelianos Homz (—, —).
1) Homy(Z/nZ, Z/mZ) = Z./ (m,n)Z, donde (m,n) denota el méximo coman divisor de m y 1.
2) Homy (Z/nZ,Q/Z) = Z/nZ.
3) Homz(Q,Q) =
4) Homz(Q,Z) =
5) Homz(Q/Z,Z) = 0.

Hompg(—, —) es un funtor R-M6éd — R-Méd en ambos argumentos. A saber, para M fijo, Homg (M, —)
es un funtor covariante, y para N fijo Homg(—, N) es un funtor contravariante.

0.41. Observacién. Hay un isomorfismo natural de R-médulos

Homg(R,N) = N,
f=fQ).

0.42. Observacién. Hay isomorfismos naturales de R-modulos

HomR (M, H Ni) = HHOHIR (M, Nl'),
[ [

Homg (€P M;, N) = | [Homg(M;, N).
i i

Demostracion. Esencialmente, esto es la propiedad universal del producto y coproducto. [

Ejercicio 14. Sea
0-ALBLC—0

una sucesion exacta corta de R-médulos.
1) Demuestre que para un R-médulo fijo M la sucesién correspondiente
0 — Homg(M, A) 2 Homg(M, B) £ Homg (M, C)
es exacta (sin “— 0” a la derecha: la aplicacién p, no es necesariamente sobreyectiva).
2) Demuestre que para un R-médulo fijo N la sucesion correspondiente
0 — Homg(C, N) s Homg (B, N) © Homg(A, N)
es exacta (sin “— 0” a la derecha).

Se dice que los funtores Homg (M, —) y Homg (—, N) son exactos por la izquierda.
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Ejercicio 15. Consideremos la sucesién exacta corta de Z-médulos (grupos abelianos)

0252 —Z/nZ—0
1) Demuestre que al aplicar el funtor covariante Homy (Z/nZ, —) se obtiene una sucesion
0 — Homy(Z/nZ,Z) — Homy(Z/nZ,Z) — Homyz(Z/nZ,Z/nZ)

donde
Homyz(Z/nZ,Z) =0 y Homyz(Z/nZ,Z/nZ)=2Z/nZ

y entonces la aplicacion Homy (Z/nZ,Z) — Homy(Z /nZ,Z/nZ) no es sobreyectiva.
2) Demuestre que al aplicar el funtor contravariante Homy(—,Z) se obtiene

0 — Homz(Z/nZ,2) - 7 % Z

=0

donde la tltima aplicacién no es sobreyectiva.

0.7 El producto tensorial

0.43. Definicién. Sean M y N dos R-médulos. Entonces, el producto tensorial M ®r N es el R-mddulo
generado por los elementos m @ n con m € My n € N respecto a las relaciones”

(rm)@n=r(men) =m (rn),
(m+m)@n=m n+mn,
m® (ny+ny) =mn; +meny.

El significado de esta construccién es la siguiente propiedad universal.

0.44. Proposicion. Sean M, N, L tres R-médulos. Toda aplicacion R-bilineal f: M x N — L corresponde a una
aplicacién R-lineal 1inica M ®@r N — L que hace conmutar el diagrama

(mmn)—men

Mx N M®gN

Ejercicio 16. Calcule los siguientes productos tensoriales de grupos abelianos.
1) Z/nZ @z Z/mZ = Z/(m,n)Z, donde (m,n) denota el méximo comun divisor de m y n.
2) Z/nZ @7 Q = 0.
3) Z/nZ 27 Q/Z = 0.
4) QezQ=Q.
5) Q®zQ/Z = 0.

“Es decir, se considera el R-médulo libre enorme generado por m ® n y luego se toma su cociente por el submédulo generado
por las relaciones.
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6) Q/Z®zQ/Z =0.

El producto tensorial es funtorial en ambos argumentos. Para un R-moédulo fijo N una aplicacién R-
lineal f: M — M’ induce una aplicacién R-lineal

f®id: M@r N - M’ ®@g N,
men— f(m)@mn.
De la misma manera, para M fijo, una aplicacién ¢: N — N’ induce
idog: MRr N - M®g N,
men—me g(n).
Entonces, M ®r — y — ®g N son funtores covariantes R-Méd — R-Méd.

0.45. Comentario. Si M es un R-médulo y S es una R-dlgebra, entonces S @r M es un S-médulo: la accién
de S se define por
s (s@m):=ss@m.

En este caso el producto tensorial S ®g — es un funtor R-Méd — S-Méd.

0.46. Observacion. Hay isomorfismos naturales de R-mdédulos
MRrRNZN®rM, (LQRRM)RrN==LKg(M®gN).
Demostracion. Use la propiedad universal del producto tensorial. [
0.47. Observacion. Hay un isomorfismo natural
ROrM = M,
F@mM i r-m.
Ejercicio 17. Sea
0—-M 5MEH M —0

una sucesion exacta corta de R-moédulos. Demuestre que para un R-médulo fijo N la sucesioén correspon-
diente

o ”
Nog M 9% Nor M 225 Nog M — 0

es exacta (sin “0 —” a la izquierda: la aplicacién i © id no es necesariamente inyectiva).
Se dice que el funtor N ®r — es exacto por la derecha.

Ejercicio 18. Consideremos la sucesion exacta corta de Z-médulos (grupos abelianos)

0757 Z/nZ — 0

Demuestre que al aplicar — ®z Z/nZ. se obtiene una sucesiéon

Z/nZ " Z/nZ = Z/nZ — 0
donde el primer homomorfismo claramente no es inyectivo.

El producto tensorial y el Hom son funtores adjuntos.
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0.48. Proposicién. Hay un isomorfismo natural de R-médulos
Hompg (M ®g N, L) = Hompg (M, Homg (N, L)).

Dejo los detalles al lector. La idea detras de este isomorfismo es muy sencilla: dada una aplicacién lineal
f:m®@n— f(m®n), se puede considerar la aplicaciéon m — (n — f(m @ n)). Viceversa, a partir de una
aplicacion m — (fy,: N — L) se define m @ n — f,(n).

0.49. Corolario. El producto tensorial preserva sumas directas:
(@M,) Qr N = @(Ml ®R N).
i i

Demostracion. Todo adjunto por la izquierda preserva coproductos. [

0.50. Comentario. De hecho, la exactitud de Hom por la izquierda (ejercicio 14) y la exactitud de ® por la
derecha (ejercicio 17) son también consecuencias de la adjuncién: todo funtor adjunto por la izquierda es
exacto por la derecha y todo funtor adjunto por la derecha es exacto por la izquierda.

0.51. Proposicién. Si A y B son R-dlgebras, entonces el producto tensorial A @ B es una R-dlgebra con la multi-
plicacion definida por
(a@b)-(a' @) := (aa') @ (b').

Junto con los homomorfismos canénicos

A—— A®rB +— B
a——a®1

1®b +—— b

esto es el coproducto de A y B en la categoria de R-dlgebras.

Demostracion. Los axiomas de dlgebras conmutativas para A @r B se verifican directamente. La propiedad
universal del coproducto nos dice que para toda R-algebra C y dos homomorfismos de R-algebras f: A —
Cy g: B — C existe un homomorfismo tinico /: A ®g B — C que hace conmutar el diagrama

A—— ARrB<+— B
\‘H!vh/
C

En efecto, para que los dos tridngulos conmuten, hay que poner
h(a®1) = f(a), h(1®Db)=g(b).
Luego, necesariamente
ha®b)=h((a®1)-(1®b)) =h(a®1)h(1®b) = f(a) g(b).
[

No olvidemos que todo anillo conmutativo es una Z-dlgebra. Entonces, R @z S es el coproducto de R
y S en la categoria de anillos conmutativos.
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1 Localizacion

La idea de la localizacién es bastante sencilla y natural: dado un anillo R y algunos elementos u € R,
queremos “afiadir” los inversos u~! de manera formal. Esto generaliza la construccién de los nimeros
racionales Q a partir de los nimeros enteros Z. La idea es la misma: hay que considerar las “fracciones”
5 donde en el denominador estdn los elementos que queremos invertir. El lector probablemente conoce
la construccién del cuerpo cociente de un dominio. Nuestro caso serd mds general: R es cualquier anillo
(conmutativo) y se invierten solo ciertos elementos.

1.1 Construcciones y propiedades basicas

1.1. Construccién. Para un anillo R se dice que U C R es un subconjunto multiplicativo si
1)1ed,
2) uv € U para cualesquiera u,v € U.
Para un R-médulo M consideremos la relacién de equivalencia sobre el conjunto M x U dada por
(m,u) ~ (m',u') < v- (' -m—u-m')=0paraalgino € U.

Denotemos por I la clase de equivalencia de (1, u) respecto a esta relacién. La localizacién en U de M es
el R-médulo

MU :=MxU/ ~
donde la adicién y accién de R estan definidos por

m m

uw -m+u-m m rem
=— 7. —
u

u u’ uu’
Tenemos una aplicacién canénica R-lineal
. -1
$:M— MU,

mr—>m
1

Ademds, si M = R, entonces R[U~!] es un anillo respecto a la multiplicacién

v
w o ouu!’

N Y

En este caso la aplicacién ¢: r — } es un homomorfismo de anillos. La localizacién M[U~!] tiene una

estructura de R[U~!]-médulo dada por
rem

S\‘ N

uu'

N

Ejercicio 19. Verifique que
(mu) ~(m', ) < v- (W -m—u-m')=0paraalginv € U
es una relacién de equivalencia.

La localizacién R[U~!] se caracteriza por la siguiente propiedad universal.
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1.2. Proposicién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos que envia todo elemento de U en un elemento
invertible en S (es decir, f(U) C S*). Entonces, f se factoriza de modo iinico por ¢: R — R[U~1]:

R 3, S
R[U]
Idea de la demostracién. Si para todo u € U se tiene f(u) € S*, entonces los elementos f(r) f(u) ' en S
satisfacen las mismas relaciones que las fracciones | en R[UT). [

1.3. Comentario. Para construir la localizacién, necesitamos suponer que U C R es un subconjunto mul-
tiplicativo; en el caso contrario ~ no es una relacién de equivalencia. La propiedad universal de arriba
puede ser formulada para cualquier subconjunto U C R, pero se ve que esta propiedad sera satisfecha

precisamente por la localizacién R[U ], donde U es la “cerradura multiplicativa” de U. En efecto, si u, v
se vuelven invertibles, entonces su producto es también invertible: (uv) ™! = u~1ov~1.

1.4. Observacién. Cada aplicacién R-lineal f: M — N induce una aplicacion R[U~]-lineal

flu=t: MU= = N[u ™,
m ., flm)

La localizacion es un funtor R-Méd — R[U~']-Méd.

Demostracién. No olvidemos que antes de todo, hay que verificar que la aplicacién f[U~!] ests bien defi-
ml

0 entonces

nida: si I} =
v-(u'-m—u-m") =0 paraalgin v € U.

Luego, usando que f es R-lineal,
0=flo-(w-m—u-m))=o-f((u'-m—u-m))=o-(f'-m)—fu-m))=0v- @ f(m)—u-f(m)),

lo que significa que @ =1 (Z,Z ) El resto esté claro. [

1.5. Observacién. Para m € M se tiene ¢p(m) = % = 0 en M[U '] si y solamente si m se aniquila por algiin

elemento de U.

Demostracion. Por la definicién de la relacion de equivalencia ~, se tiene § = % siy solamente siv-m =0
para algin v € U. [

1.6. Observacién. Si M es un R-mddulo finitamente generado, entonces M[U~'] = 0 si y solamente si M se
aniquila por algiin elemento de U.

Demostracion. Si hay un elemento v € U tal que v- M = 0, entonces de la observacién precedente tenemos
MU =0.

Viceversa, si M[U~!] = 0, entonces para cada elemento m € M existe v € U tal que v-m = 0. Sean
my, ..., ms generadores de M y sean vy, ...,vs € U elementos tales que

v1-mp =--- =0s-mg =0.

21



Luego, todo elemento de M es una combinacién R-lineal de los m; y se tiene

(01---0s) - Y ri-m;=0.

1<i<s
]

1.7. Ejemplo. Sea R un dominio y sea U := R\ {0}. En este caso la localizacién R[U~!] se denota por
K(R) y es un cuerpo que se conoce como el cuerpo cociente o cuerpo de fracciones asociado a R. El
homomorfismo canénico ¢: R — K(R) es inyectivo.

En general, si R es cualquier anillo y U es el subconjunto de los elementos que no son divisores de cero,
entonces ¢: R — K(R) := R[U"!] es un homomorfismo inyectivo. A

1.8. Ejemplo. Para un ideal p C R el subconjunto U := R\ p es multiplicativo si y solamente si p es primo.
En este caso se usa la notaciéon
R, :=R[U7Y, M, :=M[U1].

En particular, si R es un dominio, podemos tomar p = (0), y luego Rg) = K(R). A

1.9. Ejemplo. Para un elemento fijo x € R consideremos el subconjunto multiplicativo U := {1, x,x2,x3,...}.

La localizacién de R en x se denota por Ry, o también por R[x '] o R [ﬂ . A

Ejercicio 20. Sea R un anillo y x,y € R algunos elementos. Demuestre que R[x~1][y~1] = R[(xy) 1]
Sugerencia: demuestre que la composicién de los homomorfismos candnicos de localizacion

R — Rx '] = Rlx Y[y Y
satisface la propiedad universal del homomorfismo candénico R — R[(xy) ™).

1.10. Ejemplo. Para R = Z y un ideal primo (p) C Z tenemos

Zy,) = {g ‘ a,beZ,pr} cC Q.

Esto es un caso particular de 1.8. Paran =1,2,3,4,... tenemos

1 a
2] =Gt

aGZ,eiEN}CQ

S

donde py, ..., ps son los primos que aparecen en la factorizaciéon de n. Esto es un caso particular de 1.9. A

1.2 Ideales en la localizacion

Una pregunta muy natural es qué sucede con los ideales de un anillo R después de pasar a una
localizacion R[U~1]. Resulta que todos los ideales de R[U~!] vienen de los ideales de R. Para aclarar qué
estd pasando, empecemos por la siguiente situacién mas general.

1.11. Definicién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Para un ideal b C S el ideal
b := f1(b) C R

se llama la contraccién de b respecto a f. Para un ideal a C R el ideal
a®:=f(a)SCS

(es decir, el ideal en S generado por el subconjunto f(a) C S) se llama la extensién de a respecto a f.

“En general, f(a) no tiene por qué ser un ideal en S. Considere por ejemplo la inclusién f: Z — Q y cualquier ideal no nulo
(n) CZ.
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1.12. Proposicién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.
1) Sia; C ay, entonces af C a5.
2) Siby C by, entonces b] C b5.
3) a Ca‘, b Db
4) (bl N bz)c = bi N bi.
5) b¢ = peec, q¢ = gece,

6) Sea
C:={aCR|a=0b"paraalginb C S}

el conjunto de las contracciones de los ideales en S y sea
E:={bCS|b=a’paraalginaC R}
el conjunto de las extensiones de los ideales en R. Luego,
C={aCR|a*“=a} y E={bCR|b* =0}
La aplicacion a — af es una biyeccién entre C y E, su inversa siendo b — b°.
7) Sip C S es un ideal primo, entonces p¢ C R es también primo.

Demostracion. 1) es evidente.

2) y 4) vienen del hecho de que para cualquier aplicacién entre conjuntos f: X — Y se tiene f1(A) C
fYB)siACBCYyf Y(ANB)=f1(A)N f1(B) para cualesquiera A,B C Y.

La parte 3) esta clara y 5) es una consecuencia de 1), 2) y 3): tenemos b 2 b y luego b D b*‘. Por otro
lado, b¢ C (b°). De la misma manera, a C a® implica que a® C a°“, pero también a® D (a®).

En la parte 6), si a € C, entonces a = b° = b = a®. Viceversa, si a = a‘, entonces a es la contraccién
de a°. De la misma manera se verifica la descripcién para E.

En fin, 7) hace parte del ejercicio 3 (jhdgalo!). [

1.13. Proposicién. Consideremos el homomorfismo candnico de localizacion
¢: R — R[UY,

N
r— -
1

1) Todo ideal b C R[U '] es una extension de algiin ideal en R respecto a ¢; especificamente,
b=10b%=¢ (o) RIU.
En particular, b +— ¢~1(b) es una aplicacién inyectiva.

2) Un ideal a C R es de la forma b¢ = ¢~1(b) para algiin b C R[U 1] si y solamente si los elementos de U no
son divisores de cero en R/a.

3) Hay una biyeccién
{p € SpecR | pNU = @} = Spec R[U1],
p =y
q° 1,

que es la restriccion de la biyeccion entre C y E en la proposicién anterior.
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Demostracién. Para un ideal b C R[U‘l] y ; € btenemos 1 = 7-7 € b, asi quer € b°y . € b Esto

demuestra que b C b, y la otra inclusiéon b O b se cumple en cualquier caso (véase la proposicion
anterior). Entonces, b = b%. Esto establece la parte 1).

En la parte 2), primero notemos que los elementos de a° = a R[U~"] son de la forma ¥ ;f § = ¥ %
paraa; € ay it € R[U™!]. Al pasar al comtin denominador, se ve que son nada més las fracciones £ donde
a €ayu e U Luego,

aft = {reR ‘ g :%para algunos a € a,u € U}.

Tenemos
a r

=1 <= v-(a—ur)=0paraalginv € U.

Ahora si va = vur, entonces vur € a. Viceversa, si para r € R existe u € U tal que ur € a, entonces
Podemos concluir que

ur
u

=
=r
a ={r € R|ur € aparaalgun u € U}.

Luego,

aeC <= a“ Ca < ‘urEaparaalgﬁnu€U$r€a

4

y la dltima condicién quiere decir precisamente que los elementos de U no son divisores de cero en R/a.
En la parte 3), si ¢ € Spec R[U‘l}, entonces p = ¢° € SpecR, donde los elementos de U no son
divisores de cero en R/p segtin 2). El cociente R/p es un dominio, asi que la dltima condicién significa que
pNU=Q.
Para p € Spec R y su extensién p¢ C R[U~!] tenemos

RIUY/p¢ = (R/p)[T 1],

donde U denota la imagen de U en el cociente R/p. Luego, R/p es un dominio y para (R/p) [Uﬁl] hay dos
posibilidades:

a) 0 ¢ U, y entonces (R/p) [U_l} es un dominio, y por ende p° es un ideal primo en R[U~];
b) 0 € T, y entonces (R/p)[U '] =0, y por ende p¢ = R[U"1].
La condicion 0 ¢ U es equivalente a p N U = @. n

1.14. Corolario. Si R es un anillo noetheriano, entonces toda localizacion R[U 1] es un anillo noetheriano.

Demostracién. Para unideal b C R[U!] tenemos b = ¢~ !(b) R[U~!] donde ¢! (b) es un ideal en R. Si R es
noetheriano, tenemos ¢! (b) = (x1,...,x,) paraalgunos x1, ..., x, € R. Luego, b = (¢(x1),...,¢(x,)). N

1.15. Corolario. Hay una biyeccion natural
SpecRy, = {q € SpecR | q C p}.
En particular, Ry, es un anillo local: su iinico ideal maximal es pRy,.

Demostracion. Por la definicién, R, = R[U~!] donde U := R\ p. Entonces, la condicién qNU = @ es
equivalente a q C p. [ |
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1.3 Localizacién y el producto tensorial

Hemos construido de modo explicito la localizacién M[U~!] para un R-médulo M, pero resulta que
esta construccion corresponde al producto tensorial con R[U~1].

1.16. Proposicién.

1) Hay un isomorfismo natural de R[{U~1]-mdédulos

a: RIU Y @r M S MUY,
r-m
H R

r
—Q@m .
u u

2) La naturalidad significa que la funtorialidad de la localizacién corresponde a la funtorialidad de R[U~'] ®g —.

Demostracion. La aplicacion (L, m) — 2 es visiblemente R-bilineal y por esto induce la apliacién R-lineal
L ®m — " De hecho, es R[U!]-lineal:

oy r'r
f,'(f®m) = Qm.
u u u'u

Bastaria encontrar la aplicacién inversa a a (que serd automdticamente R[U~!]-lineal). Definamos
B MxU— RU Y orM,
1
(m,u) —» = @m.
u
Si tenemos I = ’;’—,’, entonces existe algtin v € U tal que

ou' -m=ou-mw.

Luego,
1 / /
S Qo' -m = ; @ou-m',
vuu
%@)m— @ m'
pun’” ! ’
1 1 ,

asi que p'(m,u) = ' (m’,u"). Podemos concluir que ' induce una aplicacién

B: MUY = RU Y @r M,
m 1
— = —-—Qm,
u u
y se ve que By & son mutuamente inversas.
En la parte 2), notamos que para toda aplicacién R-lineal f: M — N el diagrama

RU Y or M 224 RIU1 @g N



conmuta:

|~

;@ f(m)

Xm
| |
rm
u

-

L

flrm) _ rf(m)

u u

1.17. Corolario. Localizacion preserva sumas directas: se tiene

(@ Mi) U= = @ miul.

Demostracion. Se sigue del resultado anterior y el hecho de que todos productos tensoriales conmuten con
sumas directas (véase 0.49). [ |

1.4 Planitud de la localizacion
Recordemos el ejercicio 17 donde hemos notado que para toda sucesién exacta corta
i

oM LML M =0

la sucesién correspondiente

N@r M 2% N og M 225 Neg M" -0
es exacta. En general, la aplicacion id ® i no es necesariamente inyectiva.
1.18. Definicién. Si N es un R-médulo tal que toda sucesién exacta corta de R-médulos
0->MLSMEM —o0
induce una sucesién exacta corta
0 - Nog M 99 Nog M 2% N e M’ -0
entonces se dice que N es plano.

Ejercicio 21. Demuestre que todo R-médulo libre es plano.

1.19. Proposicién. Toda localizacion R[U~'] es un R-médulo plano. En otras palabras, usando la identificacion de
1.16, una sucesién exacta de R-médulos

i

0-MLMEb M o0
induce una sucesién exacta de R[U~']-médulos

iu plu']

0— MU MU == M'lU1 -0

Demostracién. La exactitud en M[U~!] y M”[U~!] se cumple para cualquier producto tensorial (jhaga el
ejercicio 17!), hay que comprobar la exactitud en M’[U~!]; es decir, que toda aplicacién R-lineal inyectiva
i: M — M induce una aplicacién inyectiva i[U~']: M'[U~'] — M[U1].

Para ":7, € M'[U'] tenemos @ = 0 en M[U"!] si y solamente si existe v € U tal que v - i(m’) = 0.
Luego, v-i(m') = i(v-m') = 0, y puesto que i es inyectiva, podemos concluir que v - m = 0. Esto implica
que %/ =0en M'[U1]. |
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1.20. Corolario. La localizacion preserva intersecciones finitas: para submdédulos My, ..., Ms C M se tiene

<ﬂ Mi> U= \MuUu.
i i
Demostracion. Tenemos una sucesion exacta corta

0= NM 5 MEPM/M -0
i i

donde la aplicacién p estd inducida por las proyecciones canénicas M — M/ M,;. Al tomar la localizacién,
se obtiene una sucesion exacta corta

0— (ﬂM,») =1 LCIN MU P (@M/Ml) u-1—o

1

Luego,
(@ M/Mi) U= @m/mu = @MU/ MU

(usando que la localizacién, como todo producto tensorial, conmuta con sumas directas y cocientes). En-
tonces,

(ﬂ Mi> U1 = ker p[U™1] = ker (M[u—l} — @M[u_l]/Mi[U_1]> = (ﬂ M,»[U*}) .

He aquf otra consecuencia importante de 1.19.

1.21. Corolario. Sea M un R-médulo.

1) Para m € M tenemos m = 0 si y solamente si m se anula en la localizacion My, para todo m € Specm R.

2) Tenemos M = 0 si y solamente si My, = 0 para todo m € Specm R.

Aqui My, denota la localizacion de M en U := R\ m (véase 1.8). Notamos que m se anula en My, siy
solamente si existe un elemento v € R \ m tal que v - m = 0. En términos del aniquilador de m

Annm:={reR|r-m=0},

tenemos
m se anula en My, <= (R\m)NAnnm # @ < Annm Z m.

Demostracién. La parte 2) es una consecuencia inmediata de 1). Para probar 1), notamos que si m se anula
en toda localizaciéon My,, entonces Annm ¢ m para todo m. Pero todo ideal propio estd contenido en algtin
ideal maximal (jhaga el ejercicio 4!), asi que esto significa que Annm = R. En particular, m =1-m =0. W

1.22. Corolario. Una aplicacion R-lineal f: M — N es mono (resp. epi, iso) si y solamente si la aplicacion
fom: M — N es mono (resp. epi, iso) para todo m € Specm R.
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Demostracion. Consideremos la sucesion exacta

0—>kerf—>Mi>N—>cokerf—>0

. ., . . * ’
La localizacion preserva sucesiones exactas cortas, y por ende todas las sucesiones exactas , asi que para
todo m se tiene una sucesién exacta

0— (ker f)m — Mn ELN N — (coker f)m — 0

Luego,
(ker f)m = ker fi, (coker f)m = coker fp.

Tenemos

fesmono <= kerf =0 <= (kerf)ym = 0 para todom <= ker f, = 0 para todo m
<= fm es mono para todo m.

De la misma manera,

fesepi <= coker f =0 <= (coker f)y = 0 para todom <= coker fi; = 0 para todo m
<= fm es epi para todo m.

En fin,

fesiso <= fesmonoyepi <= fn esmono y epi para todom <= fy esiso para todo m.

1.5 Localizacién e ideales primos

1.23. Proposicién. Sea U C R un subconjunto multiplicativo y sea a C R un ideal que es maximal entre los ideales
tales que a N U = @. Entonces, a es un ideal primo.

En otras palabras, a es un ideal tal que aNU = @. Ademads, si a/ C Resotroideal talque o/ NU =Dy
a C o, entonces a’ = a. La existencia de a con esta propiedad se deduce del lema de Zorn (jejercicio para
el lector!).

Demostracién. Primero, notamos que aR[U~!] es un ideal maximal en R[U~!]. Consideremos el homomor-
fismo canénico de la localizaciéon ¢: R — R[U~!]. Para un ideal b C R[U~!] la preimagen ¢~!(b) es un
ideal en R, y ademds b +— ¢~ 1(b) es una aplicacién inyectiva entre los ideales en R[U~!] y los ideales en R
(véase 1.13). Ahora si

aR[U™Y C b C RUTY,

entonces
aC ¢ (aR[UT]) C o (b),

donde ¢~1(b) N U = @, puesto que b # R[U~!]. Pero por la eleccién de a, esto implica que
a=¢ " (aR[U™]) =¢7'(b),

y por la inyectividad de ¢!, tenemos aR[U~!] = b. Esto demuestra que aR[U '] es un ideal maximal en
R[U~!Y]. En particular, su preimagen p := ¢~ (aR[U"']) es un ideal primoen R. Peroa CpypNU = @,
asi que de nuevo, por la eleccién de a, tenemos a = p. [

Ejercicio para el lector: “descomponer” una sucesioén exacta en sucesiones exactas cortas.

28



Recordemos la siguiente definicién.

1.24. Definicién. Para un ideal a C R su radical es el ideal definido por
Va:={x€R|x" €aparaalginn =1,2,3,4,...}.

En particular, el radical del ideal nulo a = (0) se llama el nilradical y es el ideal compuesto por los
nilpotentes de R:

N(R) :==4/(0):={x € R | x" =0 paraalgainn =1,2,3,4,...}.
Como una apliacién de 1.23, vamos a probar la siguiente caracterizacién del radical.

1.25. Corolario. Para todo ideal a C R se tiene

Va= (] p yenparticular N(R)= (] .
pESpec R pESpec R
p2a

Demostracion. La inclusion del radical v/a en la interseccion de los p es facil. Si tenemos x € \/a, entonces
x" € a para algtn n. Luego, para todo ideal primo p tal que p D a, esto implica que x € p’.

La otra inclusion es mds interesante. Supongamos que x ¢ \/a. Consideremos el conjunto multiplicativo
U:={1,x,x%,x%,...}. Tenemos a N U = @. Sea p un ideal maximal respecto a la propiedad que pNU = @
y p 2 a. Este ideal p existe gracias al lema de Zorn y es primo segtin 1.23. Entonces, podemos concluir que
x ¢ p para algin ideal primo p tal que p O a. Entonces,

xéﬂp.

pESpecR
p2a

1.6 Localizaciony el Hom

Una pregunta natural es cudl es la relacién entre las aplicaciones R-lineales M — N y las aplicacio-
nes R[U!]-lineales M[U~!] — N[U !]. Cuando M es un médulo finitamente presentado, el siguiente
resultado nos da la respuesta.

1.26. Teorema. Sean R un anillo, S una R-dlgebra y M y N dos R-mddulos. Supongamos M es finitamente presen-
tado y S es plano sobre R. Entonces, la aplicacién S-lineal natural
ap: S ®gr Homg(M, N) — Homg(S ®g M, S ®@g N),
1®f—ids® f

es un isomorfismo.

Como vimos en 1.19, la localizacién R[U 1] es plana sobre R. Entonces, como un caso particular del
teorema se obtiene el siguiente resultado.

1.27. Corolario. Sea R un anillo y sean M y N dos R-médulos donde M es finitamente presentado. Entonces, hay
un isomorfismo natural
Homg (M, N)[U™"] 2 Homg ;1) (M[U~"], N[U™1]).

“Por la definicién del ideal primo, si xy € p, entonces x € p o y € p. De aqui por induccién se sigue que x" € p implica x € p
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Demostracion de 1.26. Primero, notamos que la aplicacién

Hompg(M, N) — Homgs(S ®r M, S ®r N),
f — ids ®f

es R-lineal, con valores en un S-médulo y se extiende de modo tnico a la aplicacién S-lineal ap;. Queremos
probar que aj; es un isomorfismo si M es finitamente presentado.

Primero, analicemos el caso cuando M = R. Hay un isomorfismo natural de R-médulos
B: Homg(R,N) =\ N,
f= fQ;

y por otro lado,

v: Homg(S®g R,S Qg N) = S®gr N,
f=f1®1)
(este viene del isomorfismo canénico S ®g R = S dado por s ® r ++ s -1, su aplicacién inversa siendo

s — s ® 1). Gracias a los isomorfismos B y v, la aplicacién ay se identifica con la aplicacién identidad sobre
S®R N:

S ®g Homg (R, N) —* Homg(S ®g R,S ®g N) 1Qf — ids® f
id5®ﬁlz gky I I
S®sN 4 S@rN 18 f(1) =18 f(1)

Entonces, ag es un isomorfismo.
Ahora supongamos que M = R?" es una suma directa de un ntimero finito de copias de R. Tenemos
S ®g Homg (R®",N) 2 S @g Homg (R, N)®" = (S @ Homg (R, N))*"

—aqui hemos usado el hecho de que Homg(—, N) preserve sumas directas finitas y S ®g — conmute con
sumas directas. De la misma manera,

Homg (S ®g R¥", N) = Homg((S ®g R)®",N) = Homg(S ®g R, N)®".
El lector puede comprobar que bajo estos isomorfismos, se puede identificar la aplicacién agen con la
aplicaciéon
(ag)®": (S ®g Homg(R,N))®" — Homg(S ®g R, N)@".

Acabamos de ver que ag es un isomorfismo, y por lo tanto la aplicaciéon de arriba es un isomorfismo.

Estamos listos para considerar el caso general cuando M es finitamente presentado. Recordemos que
esto quiere decir que hay una sucesién exacta

(1.1) RP" — R®™ s M — 0

El funtor contravariante Homg(—, N) es exacto por la izquierda, asi que al aplicarlo a (1.1) se obtiene una
sucesion exacta
0 — Homg(M, N) — Homg(R®",N) — Homg(R®", N)
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Luego, tomando el producto tensorial con S se obtiene una sucesién exacta
(1.2) 0— S®g HOI’IIR(M, N) — S®r HOITIR(R@m, N) — S QR HOI’I’[R(R@”, N)

—aqui la exactitud por la izquierda viene de la hipétesis de que S sea plano sobre R. También podriamos
primero tensorizar (1.1) con S;

SORRP" - SRR - S@r M — 0
y luego aplicar Homg(—, S ®g N):
(1.3) 0 — Homg(S ®r M, S ®g N) — Homg (S ®g R¥™,S ®g N) — Homg(S ®g R®",S ®g N)

Ahora las sucesiones exactas (1.2) y (1.3) forman parte del diagrama conmutativo

0 — S®gHomg(M,N) —— S ®g Homg(R®",N) —— S ®g Homg(R®", N)

J{(XM J{“R%m J{“REF’”

0 —— Homs(S Rr M,S ®gr N) — Homs(S ®RR®m,S XR N) — HOl’ns(S ®RR®n,S®R N)

Aqui las ultimas dos flechas verticales son isomorfismos, y entonces por el lema del cinco (ejercicio 11)
podemos concluir que aj; es también un isomorfismo. |

1.28. Comentario. La prueba que acabamos de ver usa ideas rudimentarias de 4lgebra homolégica.
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2 Longitud

2.1. Definicién. Se dice que un R-médulo es artiniano si toda cadena decreciente de submédulos
MDOMy2M 2M; 2 -

se estabiliza: M; = M;;1 para todo i suficientemente grande. Se dice que un anillo R es artiniano si es
artiniano como un R-moédulo (toda cadena decreciente de ideales se estabiliza).

2.2. Ejemplo. El anillo Z es noetheriano pero no es artiniano: tenemos por ejemplo una cadena decreciente
infinita de subgrupos

Z2(p) 2202
A

Ejercicio 22. El grupo abeliano Z[1/p|/Z es isomorfo al grupo multiplicativo de las raices de la unidad
de orden p™:
ppo(C) = {z € C| 2" =1paraalginn =0,1,2,3,...} = U pp ().

n>0
1) Encuentre una cadena creciente infinita de subgrupos de pip~(C).
2) Demuestre que todo subgrupo propio G C iy~ (C) es finito.

3) Concluya que Z[1/p]/Z es un Z-médulo artiniano que no es noetheriano.

Un ejemplo obvio de médulos artinianos nos dan médulos finitos. Uno de los objetivos de esta secciéon
es entender la estructura de médulos y anillos artinianos.

2.1 Series de composicion

2.3. Definicién. Para un R-médulo M Una cadena de sumbmédulos propios
M=My2M 2M; 2 2M;,=0

es una serie de composicién si todo cociente M;/M;;1 parai = 0,1,...,n es un R-médulo no nulo
simple (es decir, no tiene submoédulos propios no nulos). El ndmero 7 se llama la longitud de la serie de
composicion.

2.4. Observacién. En una serie de composicién se tiene M;/M;;1 = R/m donde m = Ann(M;/M; 1) es un
ideal maximal.

Demostracion. Si M;/M;41 es simple, entonces todo elemento no nulo de M;/M; 1 genera a todo M;/ M.
Esto significa que hay un epimorfismo R-lineal R — M;/M;;,. Luego, M;/M;y; = R/m donde m es el
nucleo. El cociente R/m tiene que ser un R-moédulo simple, asi que es un cuerpo y m es un ideal maximal.
Esto es el aniquilador del cociente R/m. [ |

2.5. Lema. Supongamos que M es un R-mdédulo noetheriano y artiniano. Entonces, M admite una serie de compo-
sicion de longitud finita.

Demostracion. Gracias a la condicion noetheriana, podemos tomar en M un submédulo propio maximal
M;. Luego, tomar en M; un submédulo propio maximal My, etcétera. Gracias a la condicién artiniana, en
algtin momento este proceso termina por M, = 0. [ |

“EMIL ARTIN (1898-1962), matematico austriaco.
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2.6. Definicién. Para un R-médulo M la longitud es la minima longitud de las series de composicion:
¢(M) := {n | existe una serie de composicion M = My 2 My D M D --- 2 M, = 0}.
Si M no admite una serie de composiciéon de longitud finita, entonces se pone ¢(M) = co.

Notamos que /(M) = 0 significa que M = 0, mientras que /(M) = 1 significa que M es un médulo
simple. En realidad, si M admite series de composicién finitas, todas tienen la misma longitud, pero
necesitamos trabajar un poco para probarlo.

2.7.Lema. Si M’ C M es un submédulo propio y £(M) < oo, entonces £{(M') < £(M).

Demostracion. Sea
M=M2M 2M 22 M =0

una serie de composicion para M. Consideremos los submédulos M} := M; N M'. Tenemos una cadena

*) M'=My2 My 2 M; 2 -+ 2 My, =0
donde ,
M}/ M| = M+ Mit C M;/ M.
i+1
Ya que M;/M;;1 son médulos simples, para M;/M;, ; hay dos posibilidades:
1) M= M,

2) M!/M! = M;/M;1,y en este caso M} + M; 1 = M;.

Esto significa que a partir de (*) se obtiene una serie de composicién para M’, hay que solo quitar las
repeticiones M; = M; ;. Si logramos probar que estas repeticiones existen; es decir, que por lo menos una
vez se cumple 1), entonces la serie de composicion serd més corta que (*).

Supongamos que para todo i se cumple 2). En este caso por induccién descendiente sobre i se puede
probar que M; C M'. Es cierto para i = n, dado que M, = 0. Luego, si M;1; C M, entonces M| =
M} + M1,y 2) nos da M; = M; C M.

Sin embargo, para i = 0 se obtiene M = My C M/, lo que contradice nuestra hipétesis sobre M'.
Podemos concluir que 2) no siempre se cumple. n

2.8. Proposicién. Si M es un R-mddulo de longitud finita y
M=Nog2Ni 2N, 2--- 2 Ny
es cualquier cadena de submddulos propios, entonces k < £(M).

Demostracion. Induccién sobre ¢(M). Si ¢(M) = 0, entonces M = 0 y no hay que probar nada. Para el
paso inductivo, notamos que £(Nj) < ¢(M) por el lema anterior, y luego k —1 < ¢(Nj) por la hipétesis de
induccién. |

2.9. Corolario. Si /(M) < oo, entonces toda serie de composicion para M tiene longitud {(M).
2.10. Corolario. Si (M) < oo, entonces M es noetheriano y artiniano.

Demostracion. La longitud ¢(M) es una cota superior sobre la longitud de cualquier cadena de submédulos,
creciente o decreciente. [ |
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Junto con 2.5 el dltimo resultado nos dice que los médulos de longitud finita son precisamente los
moédulos noetherianos y artinianos al mismo tiempo.

Ejercicio 23. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) dim; V < oo,
2) L(V) < oo,
3) V es noetheriano,
4) V es artiniano.
En este caso ¢(V) = dim; V.
Ejercicio 24. Demuestre que la longitud es aditiva en el siguiente sentido.

1) Sea
0->M->M—-M' >0

una sucesién exacta corta de R-moédulos. Demuestre que se tiene /(M) < oo si y solamente si
(M), ¢(M") < o0, y que en este caso

0(M) = (M) + 6(M").

2) En particular, si N C M es un submédulo, entonces ¢(M) < oo si y solamente si /(N), {(M/N) < oo,
y en este caso
(M) =¢(N)+£(M/N).

3) Si (M), ¢(N) < oo, entonces
((M®N) ={(M)+((N)

yparan=1,23,...
E(M@”) =n-L(M).

2.2 Modulos de longitud finita

2.11. Teorema. Sea M un R-médulo de longitud finita. Entonces, hay un isomorfismo candénico
¢o: M= P M
m

inducido por las aplicaciones candnicas de localizacion M — My, y la suma es sobre los ideales maximales m tales
que en una serie de descomposicion

M=My2M 2M 2 2M;=0

se tiene M;/ M1 = R/wm para algiin i.
El miimero de los cocientes M;/M; 1 isomorfos a R/m es igual a la longitud ¢(My,) y por lo tanto no depende
de una serie de composicién particular.

En particular, el teorema quiere decir que para un R-médulo fijo M de longitud finita todas las series de
composicion coinciden en el sentido de que la longitud es siempre la misma (como ya probamos arriba) y
ademads los cocientes asociados M;/M;;1 son los mismos salvo isomorfismo y permutacién. Este resultado
se conoce como el teorema de Jordan-Hélder y es vélido para las series de composicién de grupos y
series de composicién de médulos sobre anillos no conmutativos.

"CAMILLE JORDAN (1838-1922), matematico francés; OTTo HOLDER (1859-1937), matematico aleman.
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Demostracion. Gracias a 1.22, serd suficiente probar que

(Pm/: Mm’ — <® Mm> = @(Mm)m’

m/

es un isomorfismo para todo m’ € Specm R.
Supongamos primero que (M) = 1. Esto quiere decir que M es un R-médulo simple y M = R/m
donde m = Ann M. La serie de composicién es

M=MyC M =0

Los elementos de U = R\ m ya son invertibles en R /m y la aplicacién canénica de localizacion ¢: M — My,
es un isomorfismo. Notamos que cuando m’ # m, se tiene m € m’, asi que m contiene un elemento de
U=R\my

Mm’ = (R/m)m/ &= Rm//mRm/ =0.

Ahora en el caso general, podemos escoger una serie de composiciéon
M=Mo2M 2M; 2 2M,=0
Localizdndola en m, se obtiene una cadena de submoédulos
*) Mm = (Mo)m 2 (Mi)m 2 (Ma)m 2 -+ 2 (Mp)m =0
Puesto que ¢(M;/M; 1) = 1, la discusion anterior demuestra que

M;/ M1, si Mi/Mi 1 = R/m,

(Mi)m/(Mit1)m = (Mi/ Miy1)m = .
0, en el caso contrario.

Quitando de (*) los submoédulos iguales, se obtiene una serie de descomposicién para My,. En particular,
si M;/M;;1 no es isomorfo a R/m para ningtin i, entonces M, = 0. De nuevo, por la discusién anterior, la
aplicacion canénica M,y — (M) €s un isomorfismo si m’ = m y es la aplicacion nula 0 — 0 en el caso
contrario. [

2.12. Ejemplo. Consideremos el Z-moédulo Z/12Z (los restos médulo 7). Es finito, asi que es obviamente
noetheriano y artiniano. Podemos tomar una serie de composicién

7/127. 2 (3) 2 (6) 2 (0)

=

Los cocientes correspondientes son
(2/127)/(3) = 2/3Z, (3)/(6)=2Z/2Z, (6)=Z/27Z.

Ahora
(Z/IZZ)(Z) o (Z(z)/4Z(2)) ~7/47, (Z/lZZ)(3) >~ (2(3)/32(3)) ~ 7/37Z.

El resultado que acabamos de probar nos dice que

Z/12Z=27Z/47Z &7Z/3Z.
Esto es nada mas el teorema chino del resto. A
2.13. Proposicién. Sea M un R-mddulo de longitud finita y sea m un ideal maximal en R. Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes:
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1) M= My,
2) m" M =0paraalgiinn=0,1,2,3,...
Recordemos que m" denota el ideal generado por los productos x; - - - x,, donde x; € m (véase 0.10).
Demostracion. Supongamos que M = My,. En este caso las series de composicién para M son de la forma
M=My2M 2Mp 2 2 My=0

donde M;/M; 1 = R/my m = Ann(M;/M;1); es decir, m - M; € M;;1. Demostremos por induccién que
mi - M C M; para todo i. La base es el caso de i = 0 cuando My = M. Supongamos que m’ - M C M;.
Luego,

m*tl . M=m-(m-M) Cm-M; C M.

En particular, para i = n se tiene m" - M C M,, = 0.

Viceversa, supongamos que m" - M = 0. En este caso para otro ideal maximal m’ se tiene m Z m’, asi
que m contiene un elemento v € R\ m’. Luego, v" - M = 0, asi que M,y = 0. Gracias al teorema 2.11
podemos concluir que M = My,. [

2.3 Anillos artinianos

Resulta que para los anillos la condicién artiniana automadticamente implica la condicién noetheriana.
Especificamente, tenemos la siguiente caracterizacién de anillos artinianos.

2.14. Teorema. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) R es noetheriano y todos los ideales primos en R son maximales.
2) R tiene longitud finita como un R-mddulo.
3) R es artiniano.

En este caso R tiene un niimero finito de ideales maximales.

Demostracion. 1) = 2). Supongamos que R es noetheriano y todos los ideales primos en R son maximales.
Vamos a ver que R necesariamente tiene longitud finita. En efecto, si R no es de longitud finita, sea a un
ideal que es maximal respecto a la propiedad que R/a tiene longitud infinita (tal ideal a existe gracias a la
condicién noetheriana).

En este caso a es un ideal primo. En efecto, supongamos que xy € a para algunos x,y € Ry x € a.
Tenemos una sucesion exacta corta

0—=R/(a:x) =5 R/a— R/(a+ (x)) =0

donde
(a:x):={reR|r-(x) Ca} Da.

Notamos que y € (a : x). Por nuestra hipétesis que x ¢ a, tenemos a C a + (x). Si ademds y ¢ a, entonces
por la eleccién de a se tiene /(R/(a: x)) < ooy £(R/(a+ (x))) < co. Por el ejercicio 24, esto implicaria
que {(R/a), pero no es el caso. Entonces, y € a.

Ahora si todos los ideales primos son maximales, entonces R/a es un cuerpo y tiene longitud 1. Con-
tradiccion.

2) = 3). Ya probamos en 2.10 que todo médulo de longitud finita es necesariamente noetheriano y arti-
niano.
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3) = 1). Supongamos que R es artiniano. Primero, vamos a ver que
O=my---my

para algunos ideales maximales my,...,ms C R. En efecto, ya que R es artiniano, entre todos los ideales
que son productos de ideales maximales existe un ideal minimo a = my - - - ms.

Vamos a ver que en efecto a = 0. Por la minimalidad de a, para cualquier ideal maximal m C R se tiene
a=m-a C m. Elideal a2 C a es también un producto de ideales maximales, y por lo tanto a? = a. Ahora
si a # 0, sea b un ideal minimo entre los ideales tales que ba # 0 (de nuevo, su existencia se sigue de la
condicién artiniana). Tenemos

(ba)-a=b-a>=ba#0
Por otro lado, ba C b, asi que por la minimalidad de b se tiene ba = b. Ya que ba # 0, existe x € b tal que
x - a # 0. Por la minimalidad de b, se tiene b = (x). Ahora la ecuacién

ba=b < (x)-a=(x)

significa que existe y € a tal que xy = x; es decir, (1 — y) x = 0. Pero y, siendo un elemento de a, pertenece
a todos los ideales maximales, asi que’ 1 —y € R*. Podemos deducir que x = 0, pero en este caso
ba = b = (x) = 0. Contradiccién. Entonces, a = 0.

Esto demuestra que se cumple 0 = my - - - mg para algunos ideales maximales my,..., ms C R. Ahora
para cualquier ideal primo p C R se tiene m; - --ms = (0) C p, y por lo tanto m; C p (véase el ejercicio 2)
y luego p = m; por la maximalidad de m;. Esto demuestra que todo ideal primo es maximal y que hay un
numero finito de ellos.

Nos falta ver que R es un anillo noetheriano. Vamos a probar que es de longitud finita. Para i =
1,2,...,s denotemos

a;i=mg---my

y consideremos la cadena decreciente
RO 282032 - 2a;=0
Para todo i el cociente
Vii=a;1/q
es un espacio vectorial sobre el cuerpo R/m;. Para una colecciéon de elementos linealmente independientes
v1,02,03,04,... € V; consideremos la cadena decreciente

‘/i 2 <'01,'U2,U3,U4,...> 2 <UZIZ)3/U4/-~'> 2 <U3/U4/~'-> 2 <'U4,...> 2

Esta cadena siempre se estabiliza puesto que R es artiniano (la cadena de arriba corresponde a una cadena
de ideales en R que contienen a m;). Entonces, dimk]. Vi < oo para todo i; es decir, £(V;) < co. Luego,
tenemos

¢(R) = £(a1) + £(R/a1),
~—

N—

E(cq) = f(az) +€(V2),
l(az) = L(a3) +£(V3),
l(as) = 0.

Empezando por la dltima relacién, por induccién decreciente sobre i se deduce que £(a;) < oo para todo
i=1,...,sy{(R) < oo. [

*Si 1 — y no es invertible, entonces este elemento pertenece a algtin ideal maximal m. Pero y € m, asf que 1 € m. Contradiccién.
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2.15. Corolario. Todo anillo artiniano es un producto directo finito de anillos locales artinianos.
Demostracion. Si R es artiniano, entonces es de longitud finita por el teorema anterior. Luego, 2.11 nos dice

que hay un isomorfismo de R-médulos

o

R = PRn
m

inducido por las aplicaciones canénicas de localizaciéon. La suma es finita (como se sigue de 2.11, y ademads
en el teorema anterior notamos que en general en R hay un ntimero finito de ideales maximales). Como R-
moédulo, el producto de R-4lgebras [ ], R coincide con @, Rw. Las aplicaciones canénicas de localizaciéon
son homomorfismos de R-algebras, asi que en realidad se tiene un isomorfismo de R-dlgebras

R = [ R
m

2.16. Corolario. Sea a un ideal en un anillo noetheriano R. Sea p C R un ideal primo tal que a C p. Las siguientes
condiciones son equivalentes.

1) p es minimo entre los ideales primos que contienen a.
2) Rp/aRy es un anillo artiniano.

3) Setiene (pRy)" C aRy, para n suficientemente grande.

Demostracion. 1) = 2). Los ideales primos en el cociente Ry, /aR;, corresponden a los ideales primos q C Ry,
tales que
aRp € g € pRy.

Luego, tenemos
aC¢'(aRp) S~ (a) Cp

donde ¢: R — Ry es la aplicacién canénica de localizacién. Por la minimalidad de p, tenemos ¢~(q) = p;
es decir, ¢ = pRy. En particular, todos los ideales primos en Ry, /aR, son maximales y por lo tanto Ry, /aR,
es artiniano por 2.14.

2) = 3). Si Rp/aR, es artiniano, entonces es de longitud finita como un médulo sobre si mismo segtn
2.14. Gracias a 2.13 podemos concluir que (pRy)" C aR, para algun n.

3) = 1). Supongamos que (pRy)" C aRy. Sea q un ideal primo en R tal que a C q C p. Luego, en R, hay
una cadena de ideales
(PRp)" C aRy C qRp € pRy.

La primalidad de qRp, implica que pR, C qRg, luego qRy = pRy, y por esto g = p. [ |

2.17. Corolario. Sea R un anillo noetheriano y sea M un R-médulo finitamente generado. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

1) M es de longitud finita.
2) Para un producto finito de ideales maximales my - - - m,, se tiene (my - - -m,) - M.
3) Todos los ideales primos que contienen a Ann M son maximales.

4) El anillo R/ Ann M es artiniano.
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Demostracion. 1) = 2). Si M es de longitud finita, entonces
M= My, @@ Mpn,
segtin 2.11. Luego, segtin 2.13, para cada My, se tiene m;’ - My, = 0 para algtn n;. Podemos concluir que

myl-mls - M =0.

2) = 3). Si tenemos my ---m, - M =0y p O Ann M, entonces p O my - --m, y luego p O m; para algun i
por la primalidad de p y luego p = m; por la maximalidad de i.

3) = 4). Segtn 2.14, un anillo es artiniano si y solamente si es noetheriano y todo ideal primo es maximal.
Los ideales primos en el cociente R/ Ann M corresponden a los ideales primos en R que contienen a
Ann M.

4) = 1). Supongamos que el anillo cociente R/ Ann M es artiniano. Entonces, es de longitud finita como
un R/ Ann M-médulo o como un R-médulo. Si M es finitamente generado como un R-médulo, entonces
es finitamente generado como un R/ Ann M-moédulo. Tenemos una sobreyeccion (R/ Ann M)®" — M. La
longitud de (R/ Ann M)®" es finita, asi que la longitud de M es finita (véase el ejercicio 24). [

2.18. Corolario. Sea R un anillo noetheriano y sea M # 0 un R-médulo finitamente generado. Sea p C R un ideal
primo tal que p O Ann M. Las siquientes condiciones son equivalentes.

1) p es minimo entre los ideales primos tales que p O Ann M.
2) My es un Ry-mddulo no nulo de longitud finita.
Demostracion. Hagamos primero un par de observaciones.

= Se tiene My = 0 si y solamente si v- M = 0 para algin v € R\ p (véase 1.6). Esto no sucede cuando
Ann M C p.

» Para el aniquilador de M, se cumple

Ann(M,) = { € Ry | .M, =0} = {r € R|r-M=0}Ry = Ann(M)R,.

Para probar 1) = 2), notamos que si hay un ideal primo q C Ry, tal que Ann(M,) C q, entonces
Ann(M) C ¢~ (Ann(M)Rp) = ¢~ (M) C ¢~ (a) S p

Luego, por la minimalidad de p, se tiene p = ¢ ~1(q) y por lo tanto q¢ = pR,, que es el tnico ideal maximal
en Rp. Entonces, se cumple la condicién 3) de 2.17 que implica que M, es de longitud finita como un
Ry-moédulo.

En la direccion 2) = 1), si M, es de longitud finita sobre Ry, entonces por 2.17 todo ideal primo en Ry
que contiene a Ann(Mj,) es maximal; es decir, coincide con pRy,. Ahora si

Ann(M) CqCp CR,

entonces tenemos
Ann(M;) = Ann(M)R, C qRp € pRy C Ry,

asi que qR, = pRy y por lo tanto g = p. Esto demuestra la minimalidad de p. |
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3 Elteorema de Cayley—Hamilton y el lema de Nakayama

El teorema de Cayley-Hamilton™ clasico dice que si ¢: V — V es un endomorfismo de un espacio
vectorial de dimensioén finita y

p=X"+a,1 X" '+ +a X +a € k[X]
es su polinomio caracteristico, entonces
p(¢) =" +a,_1¢" '+ +a;¢+agid = 0.

En esta seccién vamos a ver una generalizacién de este resultado y sus aplicaciones.

3.1 El teorema de Cayley—Hamilton

3.1. Proposicién (El teorema de Cayley-Hamilton). Sea R un anillo, a C R un ideal y M un R-mddulo
finitamente generado. Sea ¢: M — M un endomorfismo R-lineal que satisface (M) C a - M. Entonces, ¢ satisface
una relacion

¢t a, 19"+ Fagp+agid =0

en el anillo Endg (M) donde a; € a.

Demostracion. Sean my, ..., m, generadores de M como un R-modulo. Puesto que ¢(m;) € a- M, tenemos
ecuaciones

Pp(m;i) = Y ajjm;

1<j<n

para algunos a;; € a. Consideremos M como un R[X]-médulo donde X actta sobre M como ¢ (es decir,
X -m := ¢(m)). Las ecuaciones de arriba corresponden a la identidad en el anillo de matrices M, (R[X])

Xm=Am < (XI-A)m =0,

donde I es la matriz identidad de n x n, la matriz A tiene ajj Como sus coeficientes y m := (my, ... ,mn)t.
Multiplicando esta ecuacién por la matriz de cofactores de XI — A, se obtiene

det(XI—A)-m=0.
Es decir, det(XI — A) € R[X] aniquila a todo generador de M, y por lo tanto
det(XI — A) - M = 0.

Es facil ver que

X—an —ap - —ai
—ay  X—axp - —ay
det(XI — A) = det
—an1 —an2 con X —apy
es un polinomio ménico de grado n y sus coeficientes ag, a1, ..., a,_1 pertenecen al ideal a. [

“ARTHUR CAYLEY (1821-1895), matematico britanico; WiLLiam RowaN HaMILTON (1805-1865), matematico irlandés.
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3.2 Ellema de Nakayama

Ahora vamos a deducir del teorema de Cayley—Hamilton un resultado muy importante, conocido como
el lema de Nakayama. Primero, necesitamos un pequefio lema.

3.2. Lema. Sea M un R-mddulo finitamente generado. Sea a C R un ideal tal que a- M = M. Entonces, existe
x € atal que x actiia sobre M como la identidad; es decir, (1 — x) - M = 0.

Demostracion. Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton al endomorfismo identidad id: M — M, se de-
duce que existen ag, a4, ...,4,_1 € a tales que para todo m € M se tiene

m+ay ym+---+aym+agm=1+a, 1+---+ay+ag)m=0.
Entonces, podemos tomar x = —(a,_1 + - - - + a3 +ap). [ |

3.3. Teorema (El lema de Nakayama'). Sea R un anillo y sea a un ideal que estd contenido en todos los ideales
maximales de R. Sea M un R-médulo finitamente generado.

1) Sia-M = M, entonces M = 0.

2) Si las imdgenes de algunos elementos my,...,my, € M en M/aM generan a M/aM como un R-mddulo,
entonces my, . .., my, generan a M como un R-mddulo.

Este resultado normalmente se aplica cuando R es un anillo local y a = m es su tnico ideal maximal.

Demostracion. En 1), por el lema anterior existe x € a tal que (1 — x) - M = 0. Dado que x pertenece a todos
los ideales maximales, 1 — x es invertible y luego M = 0.
En 2), consideremos el médulo N := M/ (my,...,my). Tenemos

N/aN =M/ (a+ (my,...,my)) = M/M = 0.
Entonces, a- N = N y la parte 1) implica que N = 0. n

3.4. Comentario. Note que la prueba usa la hipétesis que M es finitamente generado. La parte 2) no
significa que si M/aM es finitamente generado, entonces M es finitamente generado.

3.5. Corolario. Sea R un anillo local y sean M y N dos R-médulos finitamente generados tales que M ®g N = 0.
Entonces, M =00 N = 0.

Demostracion. Sea m el ideal maximal de R. Si M # 0, entonces m - M # M por el lema de Nakayama,
asi que M/mM es un espacio vectorial no nulo de dimensién finita sobre R/m. Tenemos entonces una
sobreyeccion

M —» M/mM — R/m.

La exactitud de — ®g N por la derecha implica que hay una sobreyecciéon de M ®r N a R/m @g N =
N/mN. Si M ®gr N = 0, esto significa que N/mN = 0. El lema de Nakayama implica que N = 0. [

3.6. Corolario. Sea R cualquier anillo y sean M y N dos R-médulos finitamente generados tales que M @gr N = 0.
Entonces, Ann M + Ann N = R.

Demostracion. Si Ann M + Ann N # R, entonces existe un ideal maximal m tal que Ann M, Ann N C m. En
este caso My, # 0y N # 0 (véase 1.6). Sin embargo,

M ®Rm Nm & (M®R N)m =0,

lo que contradice el resultado anterior. [

“TapasHr NAKAYAMA (1912-1964), matemético japonés.
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3.7. Ejemplo. Tenemos Z/mZ @z Z/nZ = Z/(m,n)Z. Luego, AnnZ/mZ = (m) y AnnZ/nZ = (n). El
producto tensorial es nulo cuando m y 1 son coprimos; es decir, cuando (m) + (n) = (m,n) = (1). A

Ejercicio 25. Sea P un R-moédulo proyectivo finitamente generado. Esto es equivalente a decir que existe
otro R-médulo Q tal que P ® Q = R" es un R-médulo libre. En este ejercicio vamos a probar que si R es
un anillo local, entonces P es libre. Sea m el ideal maximal de R y sea k := R/m.

Identifiquemos P y Q con submédulos de R”.

1) Sean py,...,P, y qy,--.,q; algunas bases de los subespacios vectoriales P/mP C k" y Q/mQ C k"
respectivamente (aqui s 4t = n).

2) Deduzca del lema de Nakayama que {p;} y {7;} se levantan a generadores {p;} y {q;} de P'y Q
respectivamente.

3) Demuestre que si {p;} U {ﬁj} son linealmente independientes sobre k, entonces {p;} U {g;} son li-
nealmente independientes sobre R y por ende forman bases libres.

Sugerencia: considere la matriz en M, (k) formada por los vectores p; y q;- Demuestre que si su

determinante no es nulo, entonces el determinante de la matriz correspondiente en M, (R) formada
por p; y q; es invertible en R.

(En general, un famoso teorema de Kaplansky nos dice que sobre un anillo local, fodos los médulos pro-
yectivos son libres, sin asumir que son finitamente generados.)

3.3 Maddulos libres y finitamente generados

He aqui otra aplicacion del teorema de Cayley—Hamilton.

3.8. Lema. Sea M un R-médulo finitamente generado y sea w: M — M un epimorfismo. Entonces, a es un
isomorfismo.

(Note que si R es un cuerpo, esto es un resultado bien conocido de algebra lineal.)

Demostracion. Podemos considerar M como un R[T]-médulo donde T acttia como « y el ideal (T) en R[T].
Tenemos (T)- M = M, puesto que a es un epimorfismo. El teorema de Cayley-Hamilton aplicado al
endomorfismo id: M — M nos dice que existen ag, a1, ...,a,-1 € (T) tales que

id+a,_1id+---4+a7id +apgid = 0.

Puesto que todos los 4; son divisibles por T, esto significa que existe un polinomio p € R[T] tal que para
todo m € M se cumple
m=p(T)T-m;

en otras palabras,

idyy = p(a) o = wo p(a).
Entonces, p(a) = a1 |
3.9. Proposicién. Sea M = R®" es un R-mddulo libre.

1) Toda coleccién de n elementos que genera a M forma una base libre de M.

2) El mimero n estd bien definido y se llama el rango de M.

42



Demostracién. Una eleccion de n generadores de M corresponde a un epimorfismo f: R®" — M. Para pro-
bar que los generadores forman una base libre, necesitamos ver que § es un isomorfismo. La composicién
de un isomorfismo y: M = R®" con B nos da un epimorfismo o y: M — M. Por el resultado anterior,
es un isomorfismo. Se sigue que B = (B o) oy~ ! es también un isomorfismo, siendo la composicién de
dos isomorfismos. Esto demuestra 1).

Para la parte 2), supongamos que R®" = R®" donde m < n. La base canénica de R®" puede ser
extendida a una coleccion de n elementos que generan a R®™, por ejemplo, afiadiendo elementos nulos.
Pero estos generadores no son linealmente independientes, lo que contradice a 1). |

3.10. Comentario. Para anillos no conmutativos el rango de un médulo libre en general no estd bien definido.
Sea M un R-médulo no nulo tal que M @& M = M (se puede tomar R = k un cuerpo y M = V un espacio
vectorial de dimension infinita). Entonces, para el anillo no conmutativo A := Endg (M) se tiene

A® A =Homg (M, M) ®Homg (M, M) = Homgr(M, M & M) = Homg (M, M) = A.
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4 Dependencia integral y normalizacion

Un elemento de una R-dlgebra es integral sobre R si este satisface algiin polinomio mdnico con coefi-
cientes en R. Es algo mads restrictivo que dependencia integral (en la teoria de las extensiones algebraicas
de cuerpos), cuando no se pide que el polinomio sea moénico. En esta seccién vamos a investigar este
concepto.

4.1. Proposicién. Sea R un anillo y sea a un ideal en el anillo de polinomios R[X]. Denotemos por S la R-dlgebra
R[X]/ay por s la imagen de X en el cociente.

1) S estd generado por < n elementos como un R-mdédulo si y solamente si a contiene un polinomio monico de
grado < n. En este caso 1,s, . .. ,s" 1 son generadores de S.
En particular, S es un R-médulo finitamente generado si y solamente si a contiene un polinomio ménico.
2) S es un R-médulo libre de rango n si y solamente si a puede ser generado por un polinomio mdnico de grado n.
Enestecaso1,s,...,s" 1 forman una base libre de S sobre R.
3

Demostracion. El R-modulo R[X] estd generado por 1, X, X2,X3,..., asi que S esta generado por 1, s, s2,s3,...
Ahora si a contiene un polinomio ménico

p=X"+a,_1X"'+ - +a X +a,

entonces
s" = —(ap_18" V- days+ag),

asi que las potencias superiores de s se expresan en términos de combinaciones R-lineales de 1,s, ...,s" 1.

Viceversa, supongamos que S estd generado por n elementos. Consideremos la multiplicacién por s
como un endomorfismo R-lineal ¢: S — S. Tenemos ¢(S) C R - S, asi que el teorema de Cayley—Hamilton
aplicado a ¢ nos dice que para algunos ag, a1, ...,a,-1 € R se cumple

(s" +a, 18" 4+ +ajs+ay)-S=0.
En particular, s” +a,_1s" ! +--- +a;s+ag aniquilaa 1 € S y por lo tanto
s"4a, 18" b astag=0;

es decir, el polinomio ménico
p=X"+a, 1 X" '+ - +a X +a

pertenece a a. Esto demuestra la parte 1).

En la parte 2), si a = (p) donde p es moénico de grado n, entonces, como acabamos de ver en 1), los
elementos 1,s,...,s" 1 generan a S como un R-moédulo. Para ver que entre 1,5, .. .,s" 1 no puede haber
una relacién R-lineal no trivial, notamos que si

1

18"+ s+ =0,

entonces
i1 X"t X+ € (p),

pero dado que p es moénico, los multiplos no nulos de p son de grado > n: tenemos

(X" ) (b X" ) = by XM 4
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Esto significa que co =¢; =--- =¢,_1 =0.

Viceversa, supongamos que S es un R-médulo libre de rango . En particular, S tiene n generadores y
por la parte 1) existe un polinomio ménico p € R[X] de grado n tal que p € a. También por la parte 1), los
elementos 1,s,...,s" 1 generan a S como un R-moédulo. Luego, como probamos en 3.9, estos elementos
forman una base libre de S.

Vamos a probar que p genera al ideal a. Si f € a es otro polinomio, podemos escribir f = gp + g,
donde degq < degp = n. En particular, 4 € a. Como arriba, g puede ser interpretado como una relacién
lineal entre 1,s,...,s" . Pero estos elementos forman una base libre de S, y por ende g = 0. [

4.2. Definicién. Sea S una R-algebra.

1) Si para s € S se tiene p(s) = 0 para algun polinomio ménico p € R[X], entonces se dice que s es un
elemento integral sobre R. Si todos los elementos de S son integrales sobre R, se dice que S es un
anillo integral sobre R.

2) El conjunto de los elementos de S que son integrales sobre R se llama la cerradura integral o la
normalizacién de R en S.

3) En el caso particular cuando R es un dominio y S = K(R) es su cuerpo cociente, la normalizacién de
R en S se llama simplemente la normalizacién de R. Si R coincide con su normalizacién, se dice que
R es un dominio normal.

El objetivo de esta seccién es el siguiente resultado.

4.3. Teorema. Sea S una R-dlgebra. Entonces, la cerradura integral de R en S es una subdlgebra de S. En particular,
si S estd generada como una R-dlgebra por elementos integrales sobre R, entonces S es integral sobre R.

Antes de probar el teorema, vamos a establecer un par de resultados auxiliares y ver un par de ejemplos.
4.4. Observacion. Todo anillo factorial es un dominio normal.

Demostracion. Sea R un anillo factorial. Hay que probar que todos los elementos del cuerpo de fracciones
K(R) que son integrales sobre R de hecho pertenecen a R. Para una fracciéon £ podemos suponer que r y s
son coprimos. Si £ es integral sobre R, entonces hay una relacion

r\"n r\n—1 r
(5) +aa (3) 4 4mita=0.
S S S

Multiplicando esta ecuacién por s”, se obtiene
M tsay " 445" agr 45" ag = 0.

Pero esto implica que s | . Dado que r y s son coprimos, esto significa que necesariamente s € R* y
tER u

4.5. Ejemplo. Z es un dominio normal. Los anillos de polinomios k[Xj, ..., X,| y Z[X3, ..., Xx] son domi-
nios normales. A

“iEsto es posible puesto que p es ménico! Procedamos por induccién sobre d := deg f. Si d < n, podemos tomar g =0y g = f.
Para el paso inductivo, si f = a; X% +a5_1 X1 + .- -, entonces deg(f — a; X" p) < d y por la hip6tesis de induccién,

f-a X" p=gp+y,

donde deg g < n. Podemos escribir
f=(g+a X" p+q.
Esto es la division larga habitual.
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Como muchos otros conceptos en dlgebra conmutativa, la nocién de elementos integrales y normaliza-
cién esta motivada por la teoria de niimeros algebraica.

4.6. Definicién. Si K/Q es una extensién finita, se dice que K es un cuerpo de ntmeros. La cerradura
integral de Z en K se llama el anillo de los enteros de K y se denota por Ok.

En general, los elementos de la cerradura integral de Z en Q se llaman los enteros algebraicos.

Ejercicio 26. Sea d un entero libre de cuadrados (positivo o negativo). Demuestre que

Oa(

Z[Vd, sid=2,3 mod 4,
YTz [154], sid=1 mod 4,
4.7. Definicién. Si S es una R-dlgebra que es finitamente generada como un R-médulo, entonces se dice
que S es finita sobre S.

Ejercicio 27. Si S es una R-dlgebra finita y M un S-médulo finitamente generado. Demuestre que M es
finitamente generado como R-médulo.

4.8. Lema. Una R-dlgebra es finita sobre R si y solamente si S es generada como una R-dlgebra por un niimero finito
de elementos integrales sobre R.

Demostracion. Si S es finita sobre R, entonces para todo s € S la multiplicacién por s es un endomorfismo
R-lineal ¢: S — S y el teorema de Cayley-Hamilton aplicado a ¢ nos dice que s satisface un polinomio
moénico en R[X]. (Ya vimos este argumento en 4.1.)

Viceversa, supongamos que S estd generada como R-dlgebra por elementos xq,...,x; € S que son
integrales sobre R. Procedamos por induccién sobre 7. El caso de n = 1 ya lo analizamos en 4.1: si tenemos
S = R[x1] donde x; es integral sobre R, entonces S es finitamente generado como un R-mdédulo. Para el
paso inductivo, sea S’ := R[xy,...,x,_1] la subélgebra de S generada por x,...,x,_1. Por la hipotesis de
induccioén, S’ es un R-médulo finitamente generado. Luego, S = S'[x,], donde x;, es integral sobre R y por
lo tanto es integral sobre S'. Esto significa que S es finitamente generado como un S’-médulo. Podemos
deducir que S es finitamente generado como un R-médulo . n

El dltimo resultado es suficiente para probar el teorema 4.3 cuando el anillo R es noetheriano.

Demostracién de 4.3 bajo la hipétesis que R es noetheriano. Sea S una R-algebra y sean s,s’ € S dos elementos
integrales sobre R. Esta claro que r - s es también integral para cualesquiera » € R: dada una relacién
monica

s"4a, 18" b days+ag=0

con ag,dy,...,4;—1 € R, tenemos

(s a1 - baysdag) = (rs) +rayq (1) 4o+ 7" ay (rs) +1"ag = 0.

"Si {s}} son los generadores de S’ como un R-médulo y {s;} son los generadores de S como un S’-médulo, entonces se ve que
los productos {s}s;} generan a S como un R-médulo.
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Lo que no esta evidente es como a partir de relaciones ménicas para s y s’ encontrar tales relaciones para
s £y ss’. Sin embargo, podemos usar el siguiente argumento implicito.

La subélgebra R[s,s’] C S es finita segun 4.8. Si R es noetheriano, entonces R[s,s’] es un R-médulo
noetheriano (véase 0.39) y las subélgebras R[s + 5’|, R[ss’] C R[s,s’] son también finitas sobre R y por lo
tanto s + s’ y ss’ son integrales sobre R (usando 4.8 en la otra direccion). [

4.9. Ejemplo. Esto es el argumento que se usa normalmente para probar que los enteros algebraicos forman
un anillo. Primero se demuestra que « € Q es un entero algebraico si y solamente si Z[x] es un grupo
abeliano finitamente generado. Luego, para dos enteros algebraicos a y 8 el grupo Zu, B] es finitamente
generado, y luego Z[x + | y Z[ap] son finitamente generados, siendo sus subgrupos. A

Como suele pasar, aunque la hipétesis noetheriana simplifica las cosas, no es necesaria. Pero primero,
necesitamos otro lema.

4.10. Lema. Sea S una R-dlgebray s € S. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) s es integral sobre R;

2) existe un S-médulo N y un R-submédulo finitamente generado M C N que no se aniquila por ningiin elemento
no nulo de S tal que sM C M.

Demostracion. Si s es integral sobre R, entonces podemos tomar N = Sy M = R]s] C S. El altimo es un
R-moédulo finitamente generado segun 4.1. Notamos que 1 € R[s] no se aniquila por ningin elemento de
S. Esto establece la implicacién 1) = 2).

Para probar que 2) = 1), notamos que gracias a la hipétesis que sM C M, la multiplicacion por s es
un endomorfismo R-lineal ¢: M — M. Podemos aplicar el teorema de Cayley-Hamilton para deducir que
existe un polinomio ménico p € R[X] tal que p(s) - M = 0. La hipétesis sobre M implica que p(s) = 0, asi
que s es integral sobre R. [ |

Demostracién de 4.3. Sea S una R-dlgebra y sean s,s' € S dos elementos integrales sobre R. Queremos
probar que s £’ y ss’ son también integrales sobre R. Consideremos los R-médulos M := R[s] y M’ :=
R[s]. Son finitamente generados por 4.1. Sea MM’ el médulo generado por los productos mm’ donde
m € My m' € M'. Es también finitamente generado: basta tomar los productos de los generadores de M
y M. Luego,

(s s YMM' C sMM' + Ms'M' € MM’ + MM’ = MM’

y
ss' MM' = sMs'M' C MM'.

De 4.10 podemos concluir que s + s’ y ss’ son integrales sobre R. n

4.11. Proposicién (Cerradura integral conmuta con la localizacién). Sean R C S anillos y sea U C R un
subconjunto multiplicativo. Si S' es la cerradura integral de R en S, entonces S'[U~'] es la cerradura integral de
R[U Y en S[UTY].
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Demostracién. Los elementos de S'[U~!] son de la forma £ donde s € S es integral sobre R y u € U. Una
relacién
s" a8V b days+ag=0

con 4; € R nos da una relacién

s\" a,_ syn—1 a1 s a
<,> +”71(,> 4+ 171,4_70:0,
u u u u™~tu u”

donde it € R[U™!], asi que todos los elementos de S’'[U~!] son integrales sobre R[U~!]. Viceversa, si un

elemento £ € S[U™!] es integral sobre R[U 1], esto significa que hay una relacién
S\" ap_1 [s\"1 ap s a
(,> _i_”il(,) _|_...+71f+ioz()l
u Uy_1 \U Ui u U
donde 4; € R, u; € U. Multiplicando la ecuacién de arriba por (uuguy - - - u,_1)", se obtiene

(ot -+ uy_18)" +ay_quuguy---ty_p (Ugty - Uy_1q S)”*1 + -

n—1 n—2 n—1 n.

+ag " ug ! ~~~un71(uou1~~~un_1s)+aou"u6’_1u1 ey g =0,

lo que nos dice que uguq - - - u,_1 s es integral sobre R. Luego,

S UgUp---Uy_18S _
s _ oM n—1 ES/[U 1}'
u UUgU Uy

|
Ejercicio 28. Sea R un dominio. Demuestre que R es normal si y solamente si Ry, es normal para todo

m € Specm R. (Indicacién: use 1.22.)

4.1 Factorizacion de polinomios

El siguiente resultado fue conocido a Gauss: si un polinomio ménico f € Z[X] es irreducible en Z[X],
entonces es irreducible en Q[X]. Ahora vamos a ver una generalizacion.

4.12. Proposicién. Sean R C S anillos y sea f € R[X] un polinomio ménico. Si f se factoriza en S[X] como g - h
donde g y h son polinomios ménicos, entonces los coeficientes de g y h son integrales sobre R.
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Demostracion. Los polinomios g y h se factorizan en productos de polinomios lineales X — « en alguna
extension de anillos T O S. A saber, consideremos el anillo cociente S[aq] := S[X]/(g). Denotemos por a4
la imagen de X en el cociente. Luego, se tiene

§=X-m)&
donde g7 € S[a1][X] y deg g1 < degg. En efecto, puesto que g es moénico, podemos dividirlo con resto por
X —a:
g§=(X—-a)gi+q,

donde g € S[x;] es una constante. Pero ¢ = X —a = 0 en S[a;|[X], asi que g = 0. Repitiendo este proceso,
podemos concluir que

g§=(X—ar) - (X—am)
y de la misma manera

h=(X=p1)--(X—=Bn)
en T[X] para alguna extensién apropiada T D S.

Puesto que
f=gh=X-m) - (X—an) (X=p1)- (X = Bn).

es un polinomio moénico con coeficientes en R y a;, B; son sus raices, los elementos «;, f; son integrales
sobre R. Los coeficientes de g y /i se expresan como polinomios simétricos elementales en «; y ﬁj, asi que
son también integrales sobre R. Por ejemplo, si

g=X"4+a, 1 X" b fm Xtag=(X—ay) - (X —an),
entonces las féormulas de Vieta nos dan

am*k = (_1)k Z ail o .lxik'

1§i1<~~<ik§m

4.13. Corolario. Sea R un dominio normal y sea Q el cuerpo de fracciones de R. Entonces, todo polinomio ménico
f € R[X] irreducible en R[X] es también irreducible en Q[X].

Demostracion. Supongamos que en Q[X] se cumple f = ¢ - h. Si
g=am X"+ ay X"V, =0, X"+ b, X",
entonces el grado de f es m + n y su coeficiente mayor es a,, b, = 1. Luego,
f=(ng) (amh),

donde by, ¢ y 4, h son polinomios ménicos en Q[X]. Por el resultado anterior, sus coeficientes son integrales
sobre R, y por la hipétesis que R es un dominio normal, esto significa que b, g, amh € R[X]. Pero f es
irreducible en R[X], asi que by, g 0 4, h es un polinomio constante en R[X], y luego ¢ o /1 es un polinomio
constante en Q[X]. [ ]

4.14. Corolario. Sea R un dominio normal. Entonces, todo polinomio ménico irreducible f € R[X] es primo.

Demostracion. Denotemos por Q el cuerpo de fracciones de R. Por el corolario de arriba, f es irreducible en
QIX]. Puesto que Q[X] es un anillo factorial, esto implica que el ideal fQ[X] es primo. El cociente R[X]/(f)
es un R-modulo libre (véase 4.1), asi que la aplicacién

R[X]/(f) = Q@r (R[X]/(f)) = QIX]/fQIX]

es inyectiva. Ahora Q[X]/fQ[X] es un dominio de integridad, puesto que fQ[X] es un ideal primo, asi
que R[X]/(f) es también un dominio de integridad y (f) es un ideal primo en R[X]. |
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4.2 Ideales primos en extensiones integrales

anadi este
lema para
aclarar
algunos
detalles

4.15. Lema. Sea R C S es una extension integral de anillos (es decir, todo elemento de S es integral sobre R).

1) Para todo ideal a C S el anillo cociente S/ a es integral sobre R/ (RN a).
2) Para todo conjunto multiplicativo U C R la localizacién S[U~'] es integral sobre R{U~1].

3) SiRy S son dominios, entonces el cuerpo de fracciones K(S) es integral sobre K(R), y en particular K(S) /K(R)
es una extension algebraica.

Demostracion. En la parte 1), el anillo cociente R/(R M a) se identifica con un subanillo de S/a de la
siguiente manera. La proyeccién canénica S — S/ a restringida a R nos da un homomorfismo p: R = S/a.
Luego, p(R) = R/ kerp =R/(RNa).

Para probar que S/a es integral sobre R/(R N a), basta notar que todo elemento 5 € S/a estd represen-
tado por un elemento s € S tal que

s"ta,_ 1" b tags+ag=0
para algunos ag, a1, ...,a,-1 € R. Al reducir la relacién de arriba médulo a se obtiene
'+ @, 45" L+ @5+ =0
donde ag, a1, ...,a,-1 € R/(RNa).
La parte 2) es un caso particular de 4.11 (se tiene S’ = ).

En la parte 3), consideremos una fraccién 3 € K(S). Por la hipétesis, s y t son integrales sobre R; en
particular, se tiene
P g, " ot +ag =0

para algunos ag,ay,...,4,—1 € R. Dividiendo esta ecuacién por una potencia de ¢, se puede asumir que

ag # 0. Luego, multiplicandola por ﬂo%’ se obtiene

1 a1 a (1NN /1"
— 4 1,+...+71 Z + =0
ag ag t ag \ 't t

1 1 s 1
f

i
donde los coeficientes de (?> estan en K(R). Entonces, ; es integral sobre K(R), y § = 7 - ; también lo

es, siendo el producto de dos elementos integrales. [
4.16. Comentario. Hay un momento sutil en la parte 1): una relacién polinomial cualquiera
ans" +a,_1s" V4 Fajstag=0

se puede volver trivial al reducirla médulo a si ag,ay,...,4, € a. Es importante que las relaciones sean
ménicas con a, = 1. Estas no se trivializan al pasar al cociente, salvo cuando 1 € a, pero en este caso
S/a=R/(RNa) =0y todo se vuelve trivial.

4.17. Proposicién (“Going up”, Cohen-Seidenberg). Sea R C S una extension integral de anillos.

1) Para un ideal primo p C R existe un ideal primo q C S tal que RN q = p.

2) Tal ideal q puede ser escogido tal que q O a para cualquier ideal fijo a C S que satisface RN a C p.
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En este caso se dice que el ideal q esta arriba de p.

a C g C S
|

RNna C p C R

4.18. Ejemplo. En la teoria de niimeros algebraica se estudian las extensiones integrales Z C Ok (véase
4.6) y los ideales primos p C Ok que estan arriba de los primos (p) C Z.

Por ejemplo, para K = Q(y/—1) tenemos Ox = Z[v/—1]. El ideal p := (1++/—1) C Z[V—1] es
primo y estd arriba de (2) C Z (note que (1 ++/—1)? = 2¢/—1 donde /—1 € Z[/—1]*, asi que p?> =
27[/-1)). A

Demostracion de 4.17. En la parte 2), si a C S, entonces tenemos
SpecS/a = {q€SpecS|aCq}, SpecR/(RNa)={pe€SpecR|RNaCcCyp},

asi que pasando a los cocientes S/a y R/(RNa) (donde S/a es integral sobre R/(R N a), como notamos
en 4.17), se puede asumir que a = 0 y la parte 2) se seguiria de la parte 1).

Para probar 1) podemos primero localizar R en p. A saber, consideremos el conjunto multiplicativo
U := R\ p y pasemos a las localizaciones R, := R[U~!] y S[U"!]. Segtin 4.17, la localizacién S[U~!] es
integral sobre Ry,. Recordemos que

SpecS[U™1] = {q € SpecS | qNU = @} = {q € SpecS | RNq C p}
y
SpecR;, = {p’ € SpecR | p’ C p}.

De esta manera el resultado se reduce al caso cuando R es un anillo local y p es su tinico ideal maximal.
En este caso pS # S. En efecto, si pS = S, entonces

1=s51x1+ - +5uxy

para algunos sq,...,s, € Sy x1,...,x,. Los elementos sy, . ..,s, son integrales sobre R por la hipétesis, asi
que el dlgebra S’ := R][sy,...,s,] es un R-mo6dulo finitamente generado segtn 4.8. Ahora pS’ = S, puesto
que 1 € §. Pero el lema de Nakayama (véase 3.3) implica que S’ = 0. Contradiccion.

Entonces, pS # S. Sea q un ideal maximal en S que contiene a pS. En este caso RMNq 2 p, y por la
maximalidad RNq = p. |

Si R C S es una extension integral, entonces, como notamos en 4.15, la extensiéon K(S)/K(R) es alge-
braica. La tltima condicién es menos restrictiva que pedir que S sea integral sobre R. En esta situacion
tenemos el siguiente resultado sobre los ideales en S y R.

4.19. Lema. Sean R C S dominios. Si el cuerpo de fracciones K(S) es una extension algebraica de K(R), entonces
todo ideal no nulo en S tiene interseccién no nula con R.

RNa

N
=~



Demostracion. Sea x € a un elemento no nulo. Por la hipétesis, se tiene
X"+ a, X"V dayx+ag=0

para algunos ag, a1, ...,a, € K(R). Multiplicando esta ecuacién por el comun denominador de los coefi-
cientes y dividiéndola por una potencia de x, se puede asumir que ag,41,...,4, € Ry a9 # 0. Luego,
ap € a. [ |

Usando este resultado, podemos probar que para una extension integral R C S y un ideal primo p C R
dos ideales primos en S que estdn arriba de p son incomparables.

4.20. Corolario. Sea R C S una extension integral de anillos. Sean q,q" C S dos ideales primos diferentes tales que
RNq=RnNgq'. Entonces, qy q' son incomparables (es decir, se tiene g £ q' y q’ £ q).

Demostracién. Vamos a probar que si ¢ C ¢’ C S son ideales primos tales que RN q = RN ¢/, entonces
q = q’. Pasando a los cocientes R/(RNq) y S/q, la situacién se reduce al caso cuando S es un dominio,
g =0y q NR = 0. Aqui para justificar la reduccién a los cocientes, otra vez usamos la parte 1) del lema
4.15. Por la parte 3) del mismo lema, el cuerpo de fracciones K(S) es una extensién algebraica de K(R).
Por el lema 4.19, tenemos q' = 0 = q. |

4.21. Corolario. Si R C S es una extension integral de dominios, entonces S es un cuerpo si y solamente si R lo es.

Demostracion. Si R es un cuerpo y S es integral sobre S, entonces K(S)/R es una extension algebraica. Por
el lema 4.19, todo ideal no nulo de S contiene un elemento no nulo de R. Pero los elementos no nulos de
R son unidades.

Viceversa, supongamos que S es un cuerpo. Sea m un ideal maximal de R. Segtin 4.17, existe un ideal
primo ¢ C S tal que RN q = m. Pero siendo un cuerpo, S no tiene ideales propios no nulos, asi que
m = (0) [ |

Ejercicio 29. Sea S un anillo. Supongamos que un elemento s € S satisface una ecuacién
ans" 4+ a,_15" 1+ +a;s+ag=0.
Demuestre que si ap € S*, entonces s € S*. Use esta observacion para obtener una prueba directa de 4.21.

4.22. Corolario. Sea S una R-dlgebra integral y sea p C S un ideal primo. Entonces, p es maximal si y solamente si
el ideal R N p es maximal en R.

Demostracion. Se sigue del resultado anterior al pasar a los cocientes S/p 'y R/(RNp). n
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5 Anillos de Jacobson y el teorema de los ceros

En esta seccién vamos a establecer una generalizacién del teorema de los ceros de Hilbert. Todo se basa
en la siguiente nocién.

5.1. Definicién. Se dice que R es un anillo de Jacobson' si todo ideal primo de R es una interseccién de
ideales maximales. En otras palabras, se pide que para todo ideal primo p C R se cumpla

(5.1) p= (] m

me&Specm R
m2op

5.2. Ejemplo. Todo cuerpo es un anillo de Jacobson: en este caso el tinico ideal primo es (0). Un anillo
local es de Jacobson si su ideal maximal es el tinico ideal primo. A

5.3. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es de Jacobson: sus ideales primos no nulos (p) son maximales y
el ideal nulo (0) es la interseccion de todos los ideales maximales: 0 es el Gnico nimero que es divisible
por un nimero infinito de primos.

El anillo de polinomios en una variable k[T] es de Jacobson por las mismas razones. Es un dominio
de ideales principales y los ideales primos no nulos de k[T] son de la forma (p) donde p € k[T] es un
polinomio moénico irreducible. Puesto que (p) C (g) equivale a g | p, todos estos ideales son maximales. El
ideal primo (0) es la interseccién de los ideales (p) ™. A

5.4. Observacién. Si R es de Jacobson, entonces todo cociente R/ a es también de Jacobson.

Demostracién. Recordemos del ejercicio 6 que hay una biyeccién entre los ideales b C R/a y los ideales
b C R tales que b D a, dada por b := b/a. Esta biyeccién preserva ideales primos, ideales maximales e
intersecciones. Luego, si para todo ideal primo en R se cumple (5.1), entonces para todo ideal primo en
R/a se cumple (5.1). [ |

Nos va a servir la siguiente caracterizacion.

5.5. Lema. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) R es de Jacobson;

2) Sip C R es un ideal primo y el dominio R/p contiene un elemento x # 0 tal que (R/p)[x~] es un cuerpo,
entonces R/p es un cuerpo.

Demostracién. 1) = 2). Supongamos que R es de Jacobson. Sea p C R un ideal primo. Entonces, el domi-
nio R/p es también de Jacobson. En particular, el ideal primo (0) C R/p es una intersecciéon de ideales
maximales en R/p, y luego

(5.2) (1 wm=(0).

meSpecm R/ p
Sea x € R/p un elemento tal que (R/p)[x~!] es un cuerpo. Tenemos entonces

{(0)} = Spec(R/p)[x "] = {q € SpecR/p | x ¢ q}.

“NATHAN JACOBSON (1910-1999), algebrista estadounidense.

“En k[T] hay un ntimero infinito de polinomios ménicos irreducibles por la misma razén que en Z hay un ntimero infinito de
primos: si pq,...,ps son polinomios ménicos irreducibles, entonces p; - - - p, + 1 es moénico y no es divisible por py,...,p,. Este
argumento pertenece a Euclides.
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Esto significa que si ¢ C R/p es un ideal primo no nulo, entonces x € q. Pero (5.2) implica que (0) es un
ideal maximal en R/p y es un cuerpo.

2) = 1). Sea R un anillo que satisface la propiedad 2). Para un ideal primo q C R consideremos

a::= ﬂ m.
meSpecm R
m2q

Vamos a probar que a = q. Supongamos que q C a. Sea x € a\ q. Por el lema de Zorn, existe un ideal
primo p C R que es maximal entre los ideales primos tales que p 2 q y x ¢ p. Notamos que puesto que
X € a, para todo ideal maximal m tal que m 2O p D q se tiene x € m, asi que p no es un ideal maximal en R
y el cociente R/p no es un cuerpo. Sin embargo, el ideal pR[x~!] es maximal en la localizacién R[x~!] por
la eleccién de p:

Spec R[x 1] = {p’ € SpecR | x ¢ p'}.

Luego,
Rlx~1]/pRlx 1] 2= (R/p)[x]

es un cuerpo. Pero la propiedad 2) implica que R/p es un cuerpo. Contradiccién. n
En particular, si en el lema de arriba R es un dominio y p = (0), se obtiene lo siguiente.

5.6. Corolario. Sea R un dominio de Jacobson. Si R[x~1] es un cuerpo para algiin x € R, entonces R es un cuerpo.

Ejercicio 30. Hemos visto en 1.25 que

N{R)= () »

peSpec R

es el nilradical de R. De modo similar, definamos el radical de Jacobson por

JR):= () m

meSpecm R
Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes.

1) R es un anillo de Jacobson.

2) Para todo ideal a C R se cumple N(R/a) = J(R/a).

3) Para todo ideal primo p C R se cumple N(R/p) = J(R/p).
Estamos listos para probar el resultado principal de esta seccién.

5.7. Teorema (Teorema de los ceros, versién general). Sea R un anillo de Jacobson y sea S una R-dlgebra
finitamente generada. Entonces,

1) S es también un anillo de Jacobson;

2) sim C S es un ideal maximal, entonces RNm’" es un ideal maximal en R y el cuerpo S/m es una extension
finita de R/ (R Nm).

“Recordemos que una R-dlgebra S es un homomorfismo de anillos a: R — S y “RNm” denota el ideal a~!(m) C R.
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Demostracion. Empecemos por el caso muy particular cuando R = k es un cuerpo y S = k[T] es el anillo de
polinomios en una variable. Ya notamos en 5.3 que k[T| es de Jacobson. Para la segunda parte, basta notar
que sim = (f) C k[T] es un ideal maximal, entonces kN (f) = (0) y k[T]/(f) es una extension finita de k.

Ahora supongamos que S estd generada como una R-dlgebra por un elemento s € S. Segtn el lema
5.5, para probar que S es de Jacobson, basta probar que si p C S es primo y (S/p)[x~!] es un cuerpo para
algtin x € S/p, entonces S/p es un cuerpo.

Pasemos de Sy R a los cocientes S/p y R/(R Np). Notamos que RN p := a~!(p) es un ideal primo,
siendo la preimagen de un ideal primo . De esta manera el problema se reduce al caso cuando R C S son
dominios y hay que probar que si S[x~!] es un cuerpo, entonces S es un cuerpo. De hecho, vamos a probar
que en este caso R es también un cuerpo y S es una extension finita de R, lo que establece la parte 2) a la
vez.

Tenemos S = R[T]/q donde q C R[T] es algun ideal primo; el generador s € S es la imagen de T en el
cociente. Denotemos por k el cuerpo de fracciones de R. Si S[x~!] es un cuerpo, entonces

Slx™'] = (RIT]/a)[x™"] = (K[T)/ak[T))[x "] = k[T]/qk[T].

Notamos que necesariamente q # 0, puesto que k[T] no es un cuerpo. En este caso k[T]/qk[T] es una
extension finita de k.
Para un polinomio no nulo

f=ayX"4a, 1 X" 14ty X +ap€q

donde a, # 0 se tiene
ays" +ay_18" 14 Fays+ag=0.

Podemos dividir esta ecuacién por a, y concluir que S[a; !] es integral sobre R[a,,!]. En particular, x € S
satisface alguna relacién
X" 4 by X" by x by =0

donde by, by, ...,byy_1 € Ra;, 1]. Podemos asumir que by # 0 (en el caso contrario basta dividir la ecuacién
por una potencia de x: esto tiene sentido, puesto que x # 0 y S[a;!] es un dominio de integridad).
Dividiendo esta ecuacién por —, podemos concluir que el cuerpo S[x~'] es una extensién integral de

W/
R[(an bo) '] = Rla; "]ty ']:

1 byl b (1\"' (1\"
M Z 22 - =0.
bo + bo X + + bo X + X
Pero 4.21 implica que R[(a, by) '] es también un cuerpo. Puesto que R es de Jacobson, podemos concluir

que R es un cuerpo. De nuevo, gracias a 4.21, el hecho de que S[a,'] = S sea integral sobre el cuerpo
R[a; '] = R implica que S es un cuerpo.

Acabamos de probar el teorema bajo la hipdtesis que S estd generada por un elemento como R-dlgebra.
Para el caso general, se puede proceder por induccién. Supongamos que S = R]sy,...,s,]. La base de
induccién es n = 1. Supongamos que el teorema se cumple para n — 1 generadores. Entonces,

R[s1,...,5n) = R[s1,...,5,—1][su]

es una élgebra generada por un elemento s, sobre el anillo de Jacobson R][sy,...,s,_1], y por ende es de
Jacobson.

“Esto siempre se cumple para cualquier homomorfismo de anillos. Estamos tratando de probar que bajo las hipétesis del teorema,
el ideal a~1(m) C R es maximal para todo ideal maximal m C S.
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La parte 2) se demuestra de la misma manera. Si m C R[sy,...,sy] = R[s1,...,5,-1][sn] es un ideal
maximal, entonces podemos escribir

RNm=RN(R[s1,...,8,_1] Nm).

Aqui el ideal R]sq,...,5,—1] N'm es maximal en R[sy,...,s,_1] por el caso de n = 1. Luego, por la hipétesis
de induccién, R N'm es maximal en R. [ |

Ahora vamos a explicar la relacién del dltimo teorema con el teorema de los ceros clésico. Nos bastara
el siguiente caso particular.

5.8. Corolario. Sea k un cuerpo. Si m es un ideal maximal en k[Xy,..., X,|, entonces k[Xq,..., Xn]/m es una
extension finita de k. En particular, si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces k[Xy, ..., Xn]/m = k.

Demostracion. k es un anillo de Jacobson y k[X1, ..., X,] es una k-dlgebra finitamente generada. Tenemos
kNm = (0), y podemos aplicar la parte 2) de 5.7. [

Recordemos alguna notacién de geometria algebraica elemental. Sea k un cuerpo. Por A" (k) := k" se
denota el espacio afin de dimension n sobre k. Para un ideal a C k[Xj,..., X,] el conjunto algebraico
correspondiente es el conjunto de los ceros comunes de los polinomios de a:

V(a):={x e A"(k) | f(x) =0 paratodo f € a} C A" (k).

Para un subconjunto X C A" (k) se puede considerar el ideal formado por los polinomios que se anulan
en X:
I(X):={f €k[Xy,...,Xu] | f(x) =0 para todo x € X}.

5.9. Observacién. Para todo punto x = (x1,...,x,) € A" (k) el ideal
my = (X1 —x1,..., Xy — Xn)

es maximal en k[Xy, ..., Xy).

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de evaluacién en x

evy: k[ X1, ..., Xn] > k,
f f(x).
El ntcleo de este homomorfismo es my, y luego
k[Xq,..., Xu]/my = k.
|

En general, no todos los ideales maximales de k[Xj, ..., X,| son de la forma m,. Por ejemplo, el ideal
(X? 4+ 1) es maximal en R[X], dado que R[X]/(X? + 1) = C. Sin embargo, si trabajamos sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado, esto es cierto.

5.10. Proposicion. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, hay una biyeccion natural
A" (k) = Specmk([X, ..., Xu]

dada por x — my.

56



Demostracion. Sea m C k[Xy, ..., X,] un ideal maximal. Luego, segtin 5.8 hay un isomorfismo
k[Xq,..., Xu]/m =k

Consideremos la composicion

¢ k[Xe, ..., Xu] = k[X4,..., Xn]/m S k
Para x := (¢(X1),...,¢(Xn)) se tiene
my Cker¢p =m,
y luego my = m por la maximalidad de m,. [

5.11. Corolario. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea X C A" (k) un conjunto algebraico. Entonces, hay
una biyeccion natural
X = Specm k[Xy, ..., Xu]/1(X)

dada por x — my.

Demostracién. Para x € A" (k) consideremos el homomorfismo de evaluacion
¢: k[Xl,. . .,Xn] —» k[Xl’_ . '/Xn]/mx i k.

Notamos que x € X si y solamente si ¢(f) = 0 para todo f € I(X); es decir, si y solamente si m, D I(X).
Como acabamos de ver, todos los ideales maximales de k[Xj,..., X,]| son de la forma m, para algan
x € A" (k). Entonces,

X = {m € Speecmk[Xy,..., Xu] | m D I(X)} = Speecm k[Xy, ..., Xn]/I(X).
|

5.12. Corolario. Sea k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, para todo ideal a C k[Xy, ..., Xy] se tiene
I(V(a)) = Va,
donde +/a es el radical de a (véase 1.24).
Demostracion. Tenemos
V(a) = {m € Specmk[Xy,..., Xu| | m D a},

y luego
[(V(a)) = N m.

meSpecmk[Xy,..., X
m>Oa

Pero k[X3, ..., Xu] es un anillo de Jacobson, entonces todo ideal primo p C k[Xj, ..., X;] es una interseccién
de ideales maximales, y por ende

n m= 1 »=va

meSpeem k[X7,..., Xy] peSpeck[Xq,..., Xn]
m2Da p2a
El dltimo paso usa la caracterizacion del radical que establecimos 1.25. [

Los resultados 5.10, 5.11, 5.12 son diverentes versiones del teorema de los ceros de Hilbert. El punto
clave de las pruebas es el corolario 5.8 de 5.7. En este sentido 5.7 es una versién generalizada del teorema
de los ceros.
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6 Lema de Artin—Rees

03.09.18
6.1. Definicién. Sean R un anillo, a C R un ideal y M un R-médulo. Una a-filtracién de M es una cadena

de submoédulos
M=MyoOM DM 2D ---

donde aM,, C M, para todo n > 0.
Para un submédulo M’ C M la a-filtracién inducida sobre M’ viene dada por

M =MDM;DM)D---
donde Mj, := M’ N M,,. Notamos que
aM;, =a(M'NM,) C M' NnaM, C M' N M1 = M, 4,
asi que esto es también una a-filtracion.

Un caso particular de interés es la filtracién a-ddica donde M, := a* M y se cumple aM,, = M,,;. Para
un submédulo M’ C M la filtracién inducida sobre M’ no tiene por qué ser la filtracion a-ddica: es posible

que aM;, C M;, ;. Sin embargo, bajo ciertas condiciones de finitud, esto no estd lejos de realidad: lo que se

preserva es la estabilidad: las igualdades aMj, = M _ ; se van a cumplir para n suficientemente grande.

6.2. Definicién. Se dice que una a-filtracién
M=My2D> M DMD -
es estable si aM,, = M, para todo n suficientemente grande.

6.3. Teorema (El lema de Artin—Rees). Sean R un anillo noetheriano, a C R un ideal, M un R-médulo finitamente
generado y
M=My2>M 2Mp 2D -

una a-filtracién estable. Luego, para todo submédulo M' C M la filtracién inducida
M=MDM|DM;D---, M, :=MnM,
es también estable.

Para probarlo, vamos a usar una construcciéon auxiliar. Recordemos que R es un anillo graduado si se
tiene una descomposicién en una suma directa de grupos abelianos

R=Ry®Ri®RyD---

que satisface Ry Ry, € Ryp para todo m, n > 0. Un ejemplo tipico es el anillo de polinomios R[t] donde la
graduacién viene dada por
R[], := R{t").

Un R-médulo graduado es un R-médulo M junto con una descomposicién en una suma directa de
grupos abelianos
M=MydOM &EMyD---

tal que RyyMy, € M4, para todo m,n > 0.
En particular, todo elemento x € M puede ser expresado de modo tinico como una suma finita de
elementos x, € M;, llamados las componentes homogéneas de x.
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6.4. Definicién. Sean R un anillo, a C R un ideal, M un R-médulo y
JM=My2M; 2M; 2 ---
una a-filtracién. Consideremos el anillo graduado
BeR:=R®ada* @

y pongamos
BIM:=M&M &M D ---

Esto es un BoR-médulo graduado: dado que 7 es una a-filtracién, se cumple a”M;;, € M 4.
El médulo graduado By M detecta estabilidad de la filtracion en el siguiente sentido.

6.5. Lema. Sean R un anillo, a C R un ideal, M un R-médulo finitamente generado y
I M=MyDM DM D :---

una a-filtracion donde M,, son submddulos finitamente generados. Luego, la filtracion es estable si y solo si By M es
un BqR-médulo finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que By M es finitamente generado. Entonces, los generadores pertenecen a los
primeros n términos de la suma directa para n suficientemente grande:

MeM &M ®---DM,.

Tomando las componentes homogéneas de los generadores, podemos concluir que By M estd generado por
un numero finito de los elementos de M; para i < n. Luego, por la hipétesis, el resto de la suma directa

M, & Mn+1 S Mn+2 S Mn+3 SRR
estd generado como By R-moédulo por los elementos de M;;, lo que significa que
6.1) M,.; =a'M, paratodoi> 0.

Esto precisamente quiere decir que la filtracién es estable.
Viceversa, si la filtracién es estable, entonces existe n tal que se cumple (6.1). Luego, la unién de los
generadores de My, M, ..., M, genera a ByM como un Ry-médulo. |

Demostracion del lema de Artin—Rees 6.3. Denotemos por J la filtracién sobre M y por 7’ la filtracién indu-
cida sobre M'. Notamos que B4R es una R-dlgebra finitamente generada, y puesto que R es un anillo
noetheriano por nuestra hipétesis, B4R es también un anillo noetheriano.

Ahora, si J es una filtracién estable, entonces ByM es un ByR-médulo finitamente generado, y luego
By M’ es también un B, R-médulo finitamente generado, siendo un submédulo de By M. Lo ultimo significa
que la filtracion 7’ es estable. [ |

Maés adelante nos va a servir el siguiente caso particular.

6.6. Corolario. Sean R un anillo noetheriano, a C R un ideal, M un R-médulo finitamente generado y M’ C M
un submédulo. Entonces, para todo n > 0 existe t > 0 tal que

M NatM C a"M'.
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Demostracion. Consideremos la filtraciéon a-adica sobre M:
M2aM D a*M D d®M D -

El lema de Artin-Rees nos dice que la filtracion inducida sobre M’ es estable; es decir,
a(M' Na"M) = M' Nna" M

para m suficientemente grande. Luego, para todo n > 0

M Nd" "M = a"(M'Na"M) C a"M'.

6.1 El teorema de interseccion de Krull
He aqui un corolario importante del lema de Artin—Rees.

6.7. Teorema (EI teorema de interseccién de Krull). Sean R un anillo noetheriano y a C R un ideal.
1) Si M es un R-médulo finitamente generado, entonces existe x € a tal que
(1—x)- ﬂajM =0.
j=1

2) Si R es un dominio o un anillo local y a # R es un ideal propio, entonces

ﬂaj:O.

j=1
Demostracion. Consideremos la filtracién a-ddica sobre M:
MDaM D a®MDa®MD---.

La filtracién inducida sobre el submédulo M’ := Nj>1 o/ M viene dada por

M= [ (M| Nna"M = M para todo n > 0.
j21

El lema de Artin-Rees nos dice que esta filtracion es estable, lo que significa simplemente que aM’ = M'.
Dado que M’ es un R-médulo finitamente generado (usando la hipétesis que R es noetheriano y M es
finitamente generado), esto nos permite concluir que existe x € a tal que (1 — x) - M’ = 0 (lo probamos en
3.2 usando el teorema de Cayley-Hamilton). Esto establece la parte 1).

Ahora en la parte 2), basta tomar M = R. Sabemos que existe x € a tal que

1-x)-| (| =0

j>1

Dado que a es un ideal propio, x # 1. 5i R es un dominio, esto es suficiente para concluir que ;> o =0.
Si R es un anillo local, entonces x € a C R debe pertenecer al ideal maximal m y luego 1 —x € R* y

=

también podemos concluir que ;>4 o/ =0. n
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Aqui em-
Ejercicio 31. Sea R el anillo de los gérmenes en 0 de las C*°-funciones f: R — RR. Especificamente, R es pfizan los

el cociente del anillo C*°(IR) por la relacién de equivalencia ejercicios
para la

~g = = ara algun entorno abierto U > 0. segunda
f~g flu = 8ly paraalg e del

1) Demuestre que R es un anillo local y su ideal maximal m estd generado por la funcién x. cHe:

_1/52
— e U/x

2) Demuestre que para la funcién f(x) : se tiene f € ;> m/, aunque f # 0 en R.

Esto es un contraejemplo para el teorema de intersecciéon de Krull en el caso de anillos que no son
noetherianos.
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7 Criterios de planitud

En esta seccién vamos a ver algunos criterios de planitud de médulos. Recordemos que se dice que un
R-médulo N es plano si para toda sucesién exacta corta de R-médulos

oM S5ME M -0

el producto tensorial con N induce una sucesién exacta corta

0— M @g N 2% Mo N 224 M @r N =0

En general, si N no es plano, i ® id no siempre serd una aplicacién inyectiva; lo que se tiene es una sucesién
exacta larga

. — Tor®(M',N) ——— TorR(M,N) ——— TorR(M",N)

L Tor® (M',N) —— Tor® [(M,N) —— Tor® ;(M",N) —— ...

- ——— Tork(M/,N) ——— Tork(M,N) ——— Tor{(M",N)

LM’@RN—> M@gN — M"@r N ——— 0

Para la construccién de TorX (—, —) y sus propiedades, véanse por ejemplo mis apuntes
http://cadadr.org/san-salvador/2018-08-algebra-conmutativa/resoluciones-y-tor.pdf
7.1 Planitud y TorX(R/a, M)
7.1. Teorema. Sea R un anillo y M un R-médulo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) M es plano.

2) Para todo ideal a C R la aplicacién

IR

AaQ®rM > RIrM —> M, rm—rm

inducida por la inclusion a C R es inyectiva.

2’) Para todo ideal finitamente generado a C R la aplicacién a ®g M — M es inyectiva.

3) Tork(R/a, M) = 0 para todo ideal a C R.

3') TorR(R/a, M) = 0 para todo ideal finitamente generado a C R.

Demostracion. Si M es plano, entonces la sucesion exacta corta

0—+a—R—-R/a—0
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induce una sucesién exacta corta
0—>a®gM > M —>R/a®r M — 0
asi que 1) = 2). Ademads, 2) < 3), puesto que en general lo que se obtiene es una sucesion

<o — Tor} (R, M) — TorX (R/a,M) = a®@g M — M — R/a®@r M — 0
N———

=0

cuya exactitud nos dice que la aplicacién a ®g M — M es inyectiva si y solamente si TorX(R/a, M) = 0.
De la misma manera, tenemos equivalencia 2') < 3'), y por supuesto, 2) = 2') y 3) = 3/).

Notamos que 2') = 2). En efecto, asumamos que se cumple 2). Para probar que la aplicaciéon a @g M —
M es inyectiva, hay que ver que todo elemento no nulo x =}, ; ® m; € a ®g M va a un elemento no nulo
en M. Sea o/ C a el ideal generado por los r;. Ahora x estd en la imagen de o/ g M — a@r M y la
aplicacion o/ ®g M — M es inyectiva, puesto que el ideal o’ es finitamente generado. Entonces, x va a un
elemento no nulo en M.

W ——a o @QgM —————— a®@r M
R M
Ahora probemos la implicacién 3) = 1). Para deducir de 3) que M es plano, hay que ver que toda
inclusién N’ C N induce una aplicacién intectiva N’ @g M — N ®@g M. El médulo N ®g M esté generado
por los elementos n @ m donde n € N y m € M, respecto a las relaciones de bilinelidad. Para un elemento
x € N’ ®gr M en la condicién que x va a cero en N ®g M aparece solo un namero finito de elementos de

N, asi que serfa suficiente probar que la propiedad deseada se cumple para N finitamente generado. En
este caso podemos escoger una cadena de submoédulos

N =NyCNyC---CN,=N

donde cada uno de los cocientes N;1/N; esta generado por un elemento; es decir, N;1/N; = R/q; para
algiin ideal a; C R. El producto tensorial con M nos da una cadena de aplicaciones

N'@rM=Ny®@rM = Ny QM — --- = N, Qg M = NQr M

y bastaria comprobar que N; ®g M — N; 11 ®r M es inyectiva para todo i. En efecto, la sucesién exacta
corta
0— N;— Niy1 > R/a; =0

nos da
.o — TorR(R/a;, M) = N; @g M — Nizq1 @ M — R/a; @ M — 0

donde Tork(R/a;, M) = 0 por la hipétesis de 3). |

7.2. Corolario. Sea R un dominio de ideales principales y M un R-médulo. Entonces, M es plano si y solamente si
M es libre de torsion:
Miors := {m € M | x-m = 0 para algiin x # 0} = 0.

Demostracion. Por el resultado anterior, M es plano si y solamente si para todo ideal (x) C R se cumple
Tork(R/(x), M) = 0. Esto es cierto para x = 0 (se tiene TorX(R, —) = 0), asi que podemos asumir que
x # 0. En este caso hay una sucesion exacta corta

0—+R5R—-R/(x) =0
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que induce una sucesién exacta

0 — TorR(R/(x),M) = M =% M — M/xM — 0

Entonces,
Torf (R/(x), M) = ker(M =5 M) = {m € M | x-m = 0}.
Asi que tenemos TorR (R/(x), M) = 0 para todo x # 0 si y solamente si Miors = 0. [ |

7.3. Ejemplo. El grupo abeliano Q es un Z-médulo plano, siendo una localizacién de Z. Es un Z-médulo
libre de torsién, pero no es libre. En efecto, para dos subgrupos no triviales A, B C Q, para cualesquiera
» €A, 5 € Bsetienebc-y =ad-§ = ac € AN B. Esto demuestra que A, B # 0 implica AN B # 0. En
particular, si Q = A @ B, entonces necesariamente A =00 B = 0. A

7.2 El criterio local de planitud

Cuando R es un anillo local, el criterio de planitud 7.4 puede ser simplificado, bajo ciertas hipétesis
adicionales.

7.4. Teorema. Sean (R, m) un anillo local noetheriano, (S, n) una R-dlgebra local noetheriana tal que mS C ny M
un S-médulo finitamente generado. Luego, M es plano sobre R si y solamente si TorR (R /m, M) = 0.

(Muy a menudo este resultado se usa cuando S=Ro M = S.)

Demostracién. Si M es plano sobre R, entonces Tork (—, M) = 0. Viceversa, supongamos que TorX (R /m, M) =
0. Tenemos que deducir que M es plano.

Primero notamos que si TorX (R/m, M) = 0, entonces Tork (N, M) = 0 para todo R-médulo de longitud
finita N. En efecto, si /(N) = 1, entonces N = R/m y el resultado se cumple por la hipétesis. Si £(N) > 1,
podemos tomar un submoédulo propio no nulo N’ C N y considerar la sucesion exacta corta

0N —-N->N/N =0
Esta induce una sucesién exacta
<o = TorR(N', M) — TorR (N, M) — TorR(N/N',M) — - -

Tenemos ¢(N) = ¢(N’) + ¢(N/N') y en particular ¢/(N),¢/(N/N’) < ¢(N), asi que por la hipétesis de
induccién
TorR (N', M) = TorR(N/N', M) = 0.

La exactitud de la sucesion de arriba implica entonces que TorX (N, M) = 0.

Para probar que M es plano, segtin 7.4 seria suficiente probar que para todo ideal a C R la aplicacién
a®r M — M es inyectiva. Supongamos que x € a ®g M es un elemento que va a cero. Hay que probar
que x = 0.

Notamos que a @ M es un S-moédulo finitamente generado. Ademds, por la hipétesis mS C m se
cumple

m" (a®@r M) Cn" (a®@g M).

El teorema de interseccién de Krull (véase 6.7) nos dice que

(" (a®@g M) C () n" (a®@r M) =0,
n>0 n>0
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asi que para concluir que x = 0 bastaria probar que x estd en m" (a ®g M) para todo n > 0; es decir, que x
estd en la imagen de (m"a) ®r M — a ®g M para todo n > 0.

El lema de Artin—Rees implica que para todo n > 0 existe t > 0 tal que m’ Na C m"a (véase 6.6), y por
ende seria suficiente probar que x est4 en la imagen de (m’ Na) ®x M — a ®g M para todo t > 0. Gracias

a la sucesién exacta
| Qi ®id
(mtﬂa)®RM@> a®RMp—l> a/(mNa)@r M — 0

esto es equivalente a probar que x € ker(p ®id).
Consideremos el diagrama conmutativo

a —"% a/(mtNa)

b

R—» R/m!

donde la aplicacién ¢ viene dada por

o

a/(m'Na) = (a+mh)/m — R/mt.

Al tensorizar el diagrama de arriba con M, se obtiene el diagrama conmutativo

id
a®r M &9 a/(mfNa)@rg M

J l¢®id

M— % R/mt@r M

Por la hipétesis, x € a @g M va a cero en M, entonces para concluir que (p ® id)(x) = 0 seria suficiente
probar que la aplicacién ¢ ® id es inyectiva; es decir, que (a + mf)/m! — R/m! induce una aplicacién
intectiva (a +m!)/m! ®g M — R/m! @ M. Consideremos la sucesion exacta

oo = TorR(R/(a+mf), M) = (a+m!)/m' @xg M — R/m' @x M — R/(a +m') @g M — 0

Tenemos m' - (R/(a+m')) = 0, lo que implica que ¢(R/(a +m')) = 0 (véase 2.17) y por la primera parte
de la prueba podemos concluir que TorR(R/(a +mt), M) = 0. |

7.5. Lema. Sean R un anillo, M un R-médulo y x € R un elemento que no es un divisor de cero en R, ni sobre M.
Luego, para todo R/ (x)-médulo N se tiene

Torﬁ/(x) (N, M/xM) = Tork (N, M).
Demostracion. Tenemos una sucesion exacta corta
0—+R-5R—R/(x)—=0

que induce una sucesién exacta larga

.o — TorR(R, M) — Tor®(R/(x), M) — TorR |(R,M) — - --
N——— N—

=0 =0
— TorR(R, M) — TorR(R/(x),M) = M =5 M — R/(x) @g M — 0
———
=0
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Se sigue que
M—=R/(x) @M= M/xM, n=0,
TorR (R/(x),M) = {m € M | x-m =0}, n=1,
0, n> 1.

Bajo la hipétesis que x no es un divisor de cero sobre M, tenemos Tor,(R/(x), M) = 0 para todo n # 0.
Para calcular Tor® (N, M), escojamos una resolucién libre de M

= h—=FHF—=FKF—-M=0

Luego,
Tor® (N, M) = H,,(F, ®g N).

Tenemos
H,(R/(x) ®r Fs) = Tor,(R/(x), M) = 0 para n # 0,

lo que significa que al tensorizarlo con R/ (x), el complejo F, no pierde la exactitudenn >0y
—>R/(x)®RF2 —>R/(x)®RF1 —>R/(X>®RFO—>M/XM—>O

es una resolucién de M/xM por R/ (x)-médulos libres R/ (x) ®g F,. Tenemos

Tory’ ™ (N, M/xM) = Hy(N ®g () (R/(x) ©r F)) = Hy(N © Fa) = TorR (N, M).
]

7.6. Proposicion. Sean (R, m) un anillo local noetheriano, (S,n) una R-dlgebra local noetheriana tal que mS C n
y M un S-médulo finitamente generado. Sea x € R un elemento que no es un divisor de cero en R, ni sobre M.
Entonces, M es plano sobre R si y solamente si M /xM es plano sobre R/ (x).

Notamos que en general, si R" es una R-algebra y M es un R-moédulo plano, entonces R’ ®g M es un
R’-modulo plano, puesto que para cualquier R’-médulo N se tiene

(R ®r M) g N =2 M ®g N.

Entonces, si M es plano sobre R, el médulo R/ (x) ®g M = M/xM es plano sobre R/(x). Lo que nos
interesa es la otra implicacién.

Demostracion. Bajo las hipétesis de la proposicion, el criterio local de planitud 7.4 nos dice que M/xM
es plano sobre R/(x) si y solamente si Torf/ (x)(R/ m,M/xM) = 0. Segun el lema de arriba, esto es
equivalente a Torf(R /m, M) = 0; es decir, a la planitud de M sobre R. [ |
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7.3 Ejercicios sobre planitud y Tor

Ejercicio 32. Consideremos el anillo R = k[X,Y] y el ideal a := (X,Y) C R. Demuestre que la inclusién
a — R induce una aplicacién a ®g a — a que ya no es inyectiva. Esto es un ejemplo de un R-médulo libre
de torsioén que no es plano.

Ejercicio 33. Supongamos que R es un anillo noetheriano y M, N son R-médulos finitamente generados.
Demuestre que los médulos TorX (M, N) son también finitamente generados.

Ejercicio 34. Sean a,b ideales en un anillo conmutativo R. Demuestre que

anb

TorR(R/a,R/b) = b TorX(R/a,R/b) = ker(a ®g b — ab).

Ejercicio 35. Sean R un anillo y M un R-médulo finitamente presentado.

1) Supongamos que (R, m) es un anillo local. Usando el lema de Nakayama, demuestre que M es plano
si'y solo si TorX (M, R/m) = 0.

2) Demuestre que en general, M es plano sobre R si y solo si My, es plano sobre Ry, para todos los
ideales maximales m C R.

(Si N es un Ryy-médulo, note que M @gr N = M ®g,, N y use 1.22.)

Ejercicio 36. Demuestre que TorX(M, N) puede ser calculado usando resoluciones planas. Es decir, se
puede tomar una sucesién exacta

=P =P =P —->M—=0
donde P, son R-médulos planos, y luego
Hy(Ps ®g N) = TorX (M, N).
Ejercicio 37. Deduzca del ejercicio anterior que Tor conmuta con la localizacién:
TorR(M, N)[U~1] = Torh (MU=, N[U—1)).
Ejercicio 38. Sea R un dominio de integridad y sea K(R) su cuerpo de fracciones. Demuestre que
TorR(K(R)/R, M) = Mo := {m € M | x-m = 0 para algun x # 0}.

Ejercicio 39. Sea
dpi1 dn

= My — My, — My —
un complejo de R-médulos y sea P un R-médulo plano. Demuestre que
Hy(Me ® P) = Hy(Ma) @ P-

Ejercicio 40 (Férmula de Kiinneth). Sea

d d
i Py S P P —

un complejo de R-médulos planos. Supongamos que para todo 7 el submédulo imd, C P,_; es también
plano.
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1)

2)

3)

4)

Deduzca que para todo 7 la sucesién exacta corta

0 — kerd, — P, ™ imd, — 0

induce una sucesién exacta corta
dy .
0— kerd, Qg M — P, g M —= imd,, g M — 0

y estas sucesiones forman una sucesién exacta corta de complejos

0 — kerde g M — P @g M 229 imdy 9r M — 0

donde los complejos kerd, e imd, tienen diferenciales nulos.

Analice la sucesién exacta larga correspondiente

— = Hy(kerds ®g M) — Hy(Po @ M) — Hy(imde ®@g M) 2 Hy_q(kerds @g M) — - - -
identifiquela con la sucesion exacta
- > kerd, Qg M — Hy(Pe g M) — imd, g M — kerd, 1 Qg M — - - -
donde la tiltima aplicacién estd inducida por la inclusién imd,, — kerd,,_1.
De la sucesion exacta corta
0 —imd, — kerd, 1 — H,_1(Ps) — 0

deduzca que
TorX (H,_1(Ps), M) = im(H, (Pe ®g M) — imd, @ M)

y también note que
ker(Hy(Pe @g M) — imd, ®g M) = H,(P,) ®r M.

Concluya que para todo 7 se tiene una sucesién exacta corta

0 — Hy(Ps) @r M — Hy(Pe @g M) — TorX (H,_1(Ps), M) — 0

Estas sucesiones exactas cortas explica qué sucede con la homologia de un complejo al tensorizarlo con

7.4

Ejercicios sobre los funtores Ext

En clase hemos visto solamente los funtores Tor, pero la construccién general de funtores derivados

1)

puede ser usada para definir los funtores Ext.

Ejercicio 41. Sean M y N dos R-mdédulos.

Escojamos una resolucién proyectiva

d
"'%Pzd.z>P1’1—>P0i>M—)O
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demuestre que al aplicar el funtor contravariante Hompg (—, M), se obtiene un complejo

doZZdT d,]Z:d;
Homg(P.,N): 0 — Hompg(Py, N) —— Hompg(P;, N) ——= Hompg (P, N) — - - -
~—— — —_———— —_————
deg0 deg —1 deg —2
donde
d_n:=d, : Homg(P,, N) = Homg(P,1,N)
deg —n deg —n—1
2) Pongamos
kerd_,

n P P
Ext}y(M,N) := H_,(Homg(P,, N)) := S —

Demuestre que el resultado no depende de la eleccién de resolucién proyectiva y esto define un
funtor contravariante Ext (—, N).

Ejercicio 42.
1) Demuestre que Ext%(—, N) = Homg(—, N).
2) Demuestre que una sucesién exacta corta
0—-M—-M—M"—0

induce una sucesién exacta larga

0 — Homg(M”, N) — Homg(M, N) — Homg(M', N) —
Exth(M”,N) — Extk(M,N) — Extk(M/,N) — - - -

3) Demuestre que Exti (P, N) = 0 paran > 1 si P es un R-mé6dulo proyectivo.
4) Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) el funtor Homg(—, N) es exacto;
b) Extk(—,N) = 0;
¢) Extgz(—,N) = 0 para todo n > 1.
Ejercicio 43. Calcule los grupos Exty, (Z/nZ,Z/mZ).

Ejercicio 44. Sea R un anillo y sea x € R un elemento que no es un divisor de cero. Para un R-médulo M
calcule Ext (R/(x), M).
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8 Completacion

Revisemos el siguiente concepto categorico.

8.1. Definicién. En una categoria, sea X, una familia de objetos indexada por n = 1,2,3, ... Supongamos
que para cualesquiera m < n estd especificado un morfismo fy;,: X, — Xj; de tal manera que

1) fun =idx, para todo n,

2) fun = fom © fmn para cualesquiera £ < m < n:

X, fnn X, fom Xé

f[n

Se dice que X; con los morfismos fu,: Xu — Xy forman un sistema inverso. El limite inverso co-
rrespond'iente es un objeto @n X, junto con morfismos py,: @n Xu — X, tales que py = fun © pu para
cualesquiera m < n:

fmn

k Pm
l&nn Xn
Ademas, se pide la siguiente propiedad universal: si X es otro objeto con morfismos ¢, : X — X, tales

que ¢, = fqu o ¢, para cualesquiera m < n, entonces existe un tinico morfismo X — 1’&171 Xyn que conmuta
con los morfismos p;, y ¢n:

X Xm

Xn fmn Xm
w Pm
Iim X
¢ n =
30
X

Los limites inversos son casos particulares de limites. Como siempre, la propiedad universal implica
que si el limite inverso l’gln X,, existe, este es tinico salvo isomorfismo tinico.

8.2. Observacién. El limite inverso de anillos siempre existe. Este viene dado por

ImR;, = {x=(x1,%2,x3,...) €[ [Ru | fun(xn) = X para cualesquiera m < n}
n n

respecto a las operaciones naturales término por término y los homomorfismos py : 1’&nn Ry, — Ry, inducidos por los
homomorfismos de proyeccion [],, Ry — Ry.

Demostracion. Por la definicion de 1’&1}1 Ry, se tienen diagramas conmutativos

f
= Xn t fmn(xn) = Xm

Ry Rin
r”\ % \ /
@n Ry
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Ahora para otro anillo R y una familia de homomorfismos ¢, : R — R, que satisfacen ¢, = fiun © ¢ para
cualesquiera m < n, existe un homomorfismo tnico ¢: R — l’&nn R, tal que p, o ¢ = ¢, para todo n. En
efecto, se ve que la tinica posible opcién es de poner

¢(x) == (¢n(x)).
Este elemento pertenece a l&nn Ry:sim < n, entonces fiun © Pn(x) = Pm(x).

Rn finn Rm

w Pm

¢ {m,, Ry Pm

Nos va a interesar el siguiente caso muy particular de limites inversos de anillos.

8.3. Definicién. Sea R un anillo conmutativo y a C R un ideal. Consideremos los homomorfismos canéni-
cos de proyeccién sobre el anillo cociente R — R/a". Si m < n, entonces a” C a™, asf que por la propiedad
universal del nicleo existe un homomorfismo anico fu,: R/a" = R/a™ que hace conmutar el diagrama

D

R/a" ——mee M R/am

R

Estos homomorfismos forman un sistema inverso de anillos:

R

Y

R/a" 25 R/a™ % R/a’

\_/

f In

El limite inverso correspondiente se llama la completacién de R respecto al ideal a (o la completacién
a-ddica) y se denota por
Ry :=lmR/d",
o

o simplemente por R cuando se conoce el ideal en cuestion.
Se dice que un anillo R es completo respecto a un ideal a C R si R junto con los homomorfismos
canénicos R — R/a" satisface la propiedad universal de I’Ln71 R/a".

Nuestra construccion de 8.2 da

R={x=(x1,x2,x3...) € JIR/a" | xy =xu (m6d a™) para cualesquiera m < n}.
n>1
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8.4. Ejemplo. Consideremos el anillo de polinomios en n variables S := R[Xj,..., X;] y el ideal maxi-
mal m = (Xj,...,X;,). La completaciéon de S respecto a m es isomorfa al anillo de las series formales
R[Xy,..., Xu].

En efecto, tenemos

S={f=ffofs...) € [TRIX4, ..., Xu]/m | fi=fi (mod a') para cualesquiera i < j}.

i>1
Las aplicaciones candnicas
R[X1,...,Xn] = R[X1,..., Xu]/mi = R[Xy, ..., Xp]/mi
inducen un homomorfismo
R[X1,...,X.] — S,
fr(f+mf4+m? f+m’. ).
Este homomorfismo tiene inverso dado por
S = R[Xy,..., Xu],
(itmfotw? fotm® ) it (o= fi)+(fs—fa)+ .

Lasuma fi + (f2 — f1) + (f3 — f2) + - - - es una serie formal bien definida, dado que deg(fi11 — fi) > i+1,
y se ve que el resultado no depende de la eleccion de f; de las clases f; + m'. A

Ademas, nos va a interesar la completacién de R-médulos.

8.5. Definicién. Sea R un anillo conmutativo y @ C R un ideal. Para un R-médulo M su completacién
respecto al ideal a es el limite inverso de R-médulos

Mgy :=lim M/a"M,
o

Como en el caso de anillos, el tltimo limite inverso siempre existe y viene dado por

Mg = {x = (x1,x2,x3,...) € [IM/d"M | xy =xu (m6d a™) para cualesquiera m < n}.
n>1

Notamos que ]\7Ia tiene estructura natural de ﬁa—médulo.
Dejo al lector comprobar la funtorialidad: toda aplicaciéon R-lineal f: M — N induce de modo funtorial
una aplicaciéon Rg-lineal f: My — N, (esto se sigue de la funtorialidad de limites inversos).

8.1 Propiedades claves de la completacion

La completacién de R-médulos se comporta bien bajo ciertas hipétesis de finitud: hay que asumir que
R es un anillo noetheriano y M es un médilo finitamente generado.

8.6. Teorema. Sean R un anillo noetheriano y a C R un ideal.

1) La completacion es exacta para R-mddulos finitamente generados: toda sucesién exacta corta de R-mdédulos
finitamente generados
0-M—->M—->M' =0

induce una sucesion exacta corta
0—->Myg—->Mg—M'g—0
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2) Si M es un R-médulo finitamente generado, entonces la aplicacion natural Rq-lineal
Re ®@r M — M,
(inducida por la propiedad universal del producto tensorial) es un isomorfismo.

3) La completacién Ry es una R-dlgebra plana.

Bosquejo de la demostracion. En 1), a partir de la sucesion exacta corta
0-M—->M—->M' =0
tomando el producto tensorial — @ R/a" se obtiene una sucesién exacta
M /d"M — M/a"M — M" /a"M" — 0
y luego una sucesion exacta corta
0= M/(a"MNM)— M/d"M— M"/a"M" — 0
Pasando a los limites inversos, se obtiene
0= mM'/(a"MAM') = Mg = M’ — 0

— en efecto, la aplicacién de 1&1 es siempre exacta por la derecha, y en nuestro caso es también exacta por
la izquierda, dado que las aplicaciénes

M /(@ IMAM) = M /(a"MN M)

del primer sistema inverso son sobreyectivas (véase Atiyah-Macdonald, Proposition 10.2). Ahora el punto
clave es notar usando el lema de Artin—Rees (véase §6) que

lim M’/ ("M N M') = M.

En 2), primero notamos que si M es un R-médulo libre de rango finito, entonces se tiene un isomorfismo
Rq ®@r M = M,.

Dado que R es un anillo noetheriano, la hipétesis que M es finitamente generado implica que es finitamente
presentado; es decir, existe una sucesién exacta

FFSF>M—0

donde F’ y F son R-médulos libres de rango finito. A partir de esta sucesién exacta, podemos considerar
el diagrama con filas exactas

ﬁu@RF/ e R\Q®RF E— R\Q®RM — 0

EE )

~ ~

0 f/u Fu MC[ 0

Aqui la primera fila se obtiene aplicando R, ®g — y la segunda fila se obtiene pasando a la com-
pletacion. Las primeras dos flechas verticales son isomorfismos, puesto que F' y F son libres de rango
finito. Entonces, el lema de la serpiente (o el lema del cinco) implica que la tercera flecha es también un
isomorfismo.

En la parte 3), es suficiente probar que para toda aplicacién inyectiva de mdédulos finitamente generados
M’ — M el producto tensorial da una aplicacién inyectiva Ra®g — Rq ®g M (véase 7.1), y esto se sigue
directamente de 2). ]
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8.2 Ejemplo aritmético: el anillo de enteros de un cuerpo local no arquimediano

En esta seccién voy a revisar brevemente las propiedades de cuerpos completos respecto a una norma
no arquimediana discreta || - ||. El lector también puede consultar mis apuntes sobre los ntimeros p-adicos

http://cadadr.org/san-salvador/2018-04-topologia-p-adica/topologia-p-adica.pdf

Lo que sigue es una pequefia generalizacién.

Sea K un cuerpo dotado de una norma no arquimediana; es decir, una aplicacién || - ||: K — R>o que
satisface las siguientes propiedades:

1) ||x|| = 0 siy solamente si x = 0;
2) |lxyll = ||x|| - lly|l para cualesquiera x,y € K;
3) la desigualdad ultramétrica ||x + y|| < max{||x||, |lv||}-
8.7. Observacion. Sea K un cuerpo con una norma no-arquimediana || - ||. Entonces

1) El conjunto
Ok :={xeK||x|| <1}

es un subanillo de K, llamado el anillo de enteros de K.

2) Los elementos invertibles de Ok son
Og ={x € Ok [lx[| = 1}.

3) Ok es un anillo local y su tinico ideal maximal es
mg = {x € Og | ||x]| <1}
El cuerpo correspondiente x := Ok /mg se llama el cuerpo residual de K.
Demostracion. Para 1) basta notar que ||0]| =0 <1y ||1|| =1, y si tenemos ||x|| <1y [ly|]| <1, entonces

e+ yll <ma{fx[l [lyll} <1y [lxyll = [lx[| -yl < 1.

Para 2), si x € O es invertible en O, entonces x~! € Ok. Luego, ||x 1| = ||x||~! < 1. Entonces ||x|| < 1
y ||x|| > 1. En otra direccién, si ||x|| = 1, entonces x # 0 y x es invertible en K. Pero |[x~!|| = ||x|| "' =1y
x e Ok.

Para 3), esta claro que mg es un ideal. Como acabamos de ver en 2), todo elemento no invertible de Ok
pertenece a mg. Esto implica que mg es el tnico ideal maximal. [
8.8. Definicién. Sea K un cuerpo con una norma no-arquimediana || - ||. El grupo de valores de || - || es
dado por

T o= {llx] [ x € K*}.
Se dice que || - || es una norma discreta si
1) || - || no es trivial,

2) Tk es un subgrupo discreto del grupo R~y C IR* respecto a la topologia habitual; es decir, para todo
v € I'k existe un conjunto abierto U C R~ tal que UNTg = {v}.

8.9. Observacion. Si || - || es una norma no-arquimediana discreta sobre un cuerpo F, la extension de || - || a la
complecién F es también discreta.
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Demostracion. Usando la desigualdad ultramétrica, se puede notar que si x = lim,_,« a, € F para alguna
sucesion de Cauchy (a,),en en F, entonces ||x|| := limy e ||ax|| coincide con ||a,|| para todon > 0. W

8.10. Proposicién. Sea K un cuerpo con una norma no arquimediana discreta || - ||.
1) El grupo Ty C R* es ciclico. Especificamente, existe algiin 7t € mg, llamado un uniformizador, tal que

Tk ={lnl" |nez}t =2

2) Todo elemento x € K* puede ser escrito como u 7" para algunos u € O y n € Z.
3) Elideal maximal my es principal, generado por .

4) Todo ideal no nulo en O es de la forma my = (7") para algiin n = 0,1,2,3,... En particular, Og es un
dominio de ideales principales, y por lo tanto un dominio de factorizacion iinica .

5) K es el cuerpo de fracciones de O.
Demostracion. Para ver 1), notamos que dado que I'x es un grupo discreto, existe 7 € mg tale
7] = max{[lx|[ | x € K, [|lx[| <1},

Luego, para todo x € K tenemos ||x|| = ||7t||" para algun n € Z. De hecho, si esto no se cumple, para
algun ||x|| <1yn=1,2,3,... se tiene

"t < Qe < ]|,

y entonces
[l <[l " x| <1,

lo que contradice nuestra eleccién de 7.

2) Si x € K*, entonces ||x|| = ||7r||" para algtn n. Luego, |[x7n™"|| = 1, asi que u := x1™" € O y
x=umn"

3) Ya que 7t € mg, tenemos la inclusién trivial (71) C mg. Luego, si x € mg, podemos escribir x = u 7"
parau € O yn € Z. Yaque ||x]| <1y ||u| =1, tenemos necesariamente n = 1,2,3, ... Esto demuestra la
inclusién mg C (7).

4) Para un ideal no nulo a C O, todo elemento no nulo puede ser escrito como x = u 77" para u € Of
y 1 € IN. Sea x tal elemento con n minimo posible. Tenemos 7" = ulye (t"), asi que (") C a. Luego,
para cualquier otro y € a, tenemos y = v7t", donde m > n, y y = v "™ " " € (7"). Esto demuestra la
otra inclusién a C (71").

5) Todo elemento de Ok puede ser escrito como u 7" para u € Og y n € N, y todo elemento de K tiene
la misma forma con n € Z. Entonces, esté claro que K es el cuerpo minimo que contiene a Ok. [

8.11. Proposicién. Sea F un cuerpo con una norma no-arquimediana discreta || - || y sea F la complecién correspon-
diente. La inclusion O — Op induce isomorfismos

Op/m} = Olg/m;:i paratodon =1,2,3,...

Recuerde que la definicién de dominios de factorizacién tinica exige factorizaciones tnicas, salvo unidades. En este caso, segtin
la parte 2) tenemos muchas unidades, y el resto son potencias de 7r. Entonces, Ok es un dominio de factorizacién tinica por razones
bastante banales.
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Demostracion. Consideremos el homomorfismo candnico
. . /a1l
f: Op < Op - Op/m.
Tenemos
n __ n __ n
mp = (mfﬂ Op) = mﬁﬂ OF,

asi que estd claro que ker f = m}. El punto clave es probar que f es sobreyectivo.

Por nuestra hipétesis, la norma es discreta, asi que mg = (77) para un uniformizador 77, y luego x € mj
si y solamente si || x|| < [|7r||". Sea x € Op. Ya que F es denso en F, existe algtn a € F tal que |ja — x|| < ||7]"
y entonces x = a (mod ml'%) Ademas,

lall = fla = x + x[| < méx{|a —x[|, [[x[]} <1,
y por lo tanto a € FN Oz = Of. Tenemos f(a) = x. |
8.12. Definicién. Un cuerpo completo respecto a una norma no-arquimediana discreta || - || se llama un

cuerpo local no arquimediano .

8.13. Teorema (Expansiones en un uniformizador). Sea K un cuerpo local no arquimediano. Sea 7t un unifor-
mizador. Denotamos por A C Ok un conjunto de representantes del cuerpo residual x := Ok /mg. Entonces

1) Todo elemento x € Ok puede ser escrito de modo 1inico como una serie
— 2 3
xX=ag+ayt+ayn-+azmn +---

donde a; € 4. Es decir,
x = lim x,,
n—oo

donde
Xpi=dag+ay T+ 4 a,_q 0" +a,

2) En general, todo elemento de K puede ser escrito de modo tinico como una serie
X =0y T "+ a_piq 71’7m+1+"'+110+1117‘[+{127T2+{137T3+a47'[4+"'
para algiin m.

Demostracién. Segun 8.10, todo x € K* puede ser escrito como x = u 7" para algunos u € Og y n € Z, asi
que 1) implica 2).

Para demostrar 1), notamos primero que el limite lim,_, x,, existe. En efecto, (x,) es una sucesion de
Cauchy, ya que para todom > n

[l = xull = llan1 7"+ o 72 4 gy AT | <
puesto que ||a;]] <1y ||7r|| < 1. Para el valor absoluto tenemos
]l = Hm [lx.]} <1,
n—oo

asf que x € Og. Ahora veamos como a partir de x se pueden encontrar los coeficientes 2; € 4. Sea x € Ok.
Existe tinico ap € A4 tal que x = ap + y; 77 para algtin y; € Ok. Luego,

[lx —aol| = Ilyoll - l7]| < [I7l|.

*Algunos autores incluyen la condicién que el cuerpo residual Ox/mg es finito. Esto es importante para probar que Ok es
complacto.
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Sea a; € 4 el tnico elemento tal que y; = a1 + y2 7T para algtn y, € Ok. Tenemos
X =ag+a; T+ yy T

y
— 2 2

I = (a0 +ar )| = lly2 - l7lI= < {l7]*

Continuando de esta manera, por induccién se encuentran a; € 4 tales que
lx = (a0 +ar w4 -+ gy " a7 | < T

Entonces,

Xpi=ag+a; w4 +a, 17" L +a, 1"
es una sucesién que tiene como su limite x. Si tenemos otra expansién diferente

x=ap+aymrahmtfaymd 4

con a; € 4, sea n el primer indice donde a;, # a,,. Ya que son diferentes representantes de Ox /mg, tenemos
a), # a, (moéd ), asi que ||a;, — a,|| = 1. Denotemos

/ !/

Xhi=ahtay A Aal, 7" vl
Tenemos
2y = xall = (@ — an) 7" = llay — anll - | 7" = ||72]|",
Sin embargo,
;= x| = [1(x5, = x) + (o = 20) || < max{ s, — x|, e — 2} < [l ",
y hemos obtenido una contradiccién. [

8.14. Ejemplo. Consideremos la norma p-adica | - |, sobre Q. Esta norma es discreta: sus posibles valores
son 1/p" paran € Z. La completacion correspondiente es el cuerpo de los ntimeros p-addicos Qy. El anillo
de enteros correspondiente es Z,. Como un uniformizador normalmente se toma p. A

8.15. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Consideremos el cuerpo de funciones racionales
i
KO0 = {0 | frg €KX, g # 0},

Para un polinomio f = Y50 a; X' € k[X] definamos la valuacién X-ddica mediante
ox(f) =min{i|a; #0}, vx(0):= oo.
Luego, para un nimero fijo 0 < p < 1
f/glx = ptx()—ox(s)

define una norma no arquimediana discreta sobre k(X). La completacion respecto a esta norma es el
cuerpo de las series de Laurent k((X)) y el anillo de enteros es el anillo de las series formales k[X]. Las
expansiones X-adicas nos dan

Kx)={ ¥ ax

i>—n

k[X] = {ZaiXi}.

i>0

n:0,1,2,3,...},
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8.16. Proposicién. Sea K un cuerpo local no arquimediano. Entonces, su anillo de enteros Ok es completo respecto
al ideal maximal mg en el sentido de 8.3.

Demostracion. Sea R un anillo junto con homomorfismos ¢,,: R — Og/ m% que satisfacen
Pm(x) = pn(x) (m6d my) para cualesquiera m < n.

Hay que ver que hay un homomorfismo tinico ¢: R — Ok que satisface ¢, (x) = ¢(x) (méd my) para todo
n.
En términos de expansiones 7r-ddicas, esto significa que hay una eleccién tinica de coeficientes ag, a1, a2, . . .

tales que
1

on(x) =ag+aymraym®+ - a, ",
y luego necesariamente ¢(x) = Y~ an 77" |

Los elementos (x,) € [[; R/a" de la construccion de 8.2 corresponden precisamente a las sumas par-
ciales x, = Y g<jpy a; 7T

8.17. Ejemplo. Para construir los nimeros p-adicos, se puede primero tomar la completacién de Z respecto
al ideal (p):

IimZ/p"Z = Zy,

i

y luego definir Q, como el cuerpo de fracciones de este anillo. A

8.3 Series de potencias y R-algebras completas

La propiedad universal de R-dlgebra de polinomios R[Xj,..., X,] nos dice que todo homomorfismo
de R-algebras f: R[Xj,...,X,] — S se define de modo tnico por las imédgenes f(X;). El anillo de series
formales R[Xj, ..., X,] tiene una propiedad parecida, pero respecto a las R-algebras completas.

8.18. Proposicién. Sea R un anillo y S una R-dlgebra completa respecto a un ideal a C S. Dados f1,..., fn € a,
existe un homomorfismo tinico de R-dlgebras

¢: R[X1,...,Xn] = S
tal que ¢(X;) = f;. Este homomorfismo envia una serie de potencias g(X1,...,Xy) a g(f1,..., fn) € S.
Demostracion. Para todo t existe un homomorfismo tinico de R-algebras
R[Xy,...,Xn] — S/d!,
X;— fi  (méd a).

Puesto que f; € a, el ideal (Xy, ..., Xy, )! estd en el nticleo y este homomorfismo se factoriza de modo tinico

por
R[X1,..., Xu]l/ (X1, ..., X)) 2 R[Xy,..., X0/ (Xq,..., X)) — S/d.

Esto nos da homomorfismos

Py RHXL...,XH]] — S/Clt,
X;+— f; (méd a).
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Luego, la propiedad universal de limites inversos nos produce de estos homomorfismos
$: R[X1,..., Xu] = limS/a’ 25,
t
X; — fz

La imagen de ¢+ (X1,...,Xx)! en S/af es ¢(f1,..., fu) + af para todo t, asi que la imagen de g en S es
<(f1,.-., fn) que converge puesto que S es completo respecto a a. |

En particular, el dltimo resultado significa que si

f=Y a;X € XR[X]
i>1

es una serie de potencias con coeficiente constante nulo, entonces X +— f define de modo tinico un endo-
morfismo de la R-dlgebra R[X] que a una serie g = Y50 by X" € R[X] asocia la serie

gof:=) baf(X)".

n>0

Ya que ap = 0, toda potencia

n

f(X)" = (Zain) =) ( ) ’lil"‘ﬂin> X
i>1 m>0 \iy+-+ip=m

no tiene términos de grado m < n:
fX)=a X +ay X>+az X2 +ag X+ -+,
(X)? = a%X2+2a1a2X3+ (2aya3+a3) X4+,
(XP=a}X3+3a3a X  +-- -,
(X) = af X4

-

w

~

f

asi que la suma infinita }_,~( b, f(X)" tiene sentido. Tenemos

gof= Ecmxm,

m>0
donde ¢y = by, y param >0
(8.1) em =Y bn < Yoo oy ~ain> )
n>1 it g =m

8.19. Lema (Teorema de la funcién inversa para series formales). Para una serie de potencias ¢ =} ,,~o by X" €
R[X] existe otra serie f € R[X] tal que f(0) =0y go f = X siy solamente si ¢(0) = by =0y ¢’(0) = by € R*.
En este caso la serie f es iinica, y ademds se tiene f o g = X. Es decir, g y f son mutuamente inversas respecto a la
composicion.

Demostracion. La condicién sobre by y by es necesaria: si existe f = }_,,~¢a, X" con ag = 0 tal que

gof: Zb”f(x)n:b0+b1a1X+b2(a2+a%)X2+...:X,

n>0

entonces by =0y by a; = 1.
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Ahora sea g una serie con by = 0y by # 0. Tenemos que encontrar una serie f = _,~¢a, X" conag =0
tal que go f = X. La tltima identidad implica que necesitamos poner a; := by’ 1. Luego, para n > 2, el
coeficiente de X" en g o f es igual al coeficiente de X" en la suma

by f(X) 4+ by f(X)* + - + by f(X)"

(ya que f(0) = 0, en las potencias f(X)"*!, f(X)"*2,... ya no hay términos de grado ). Pero este coefi-
ciente tiene que ser nulo, lo que nos da las ecuaciones

by a, + (algun polinomio en by, bs, ..., by, a1,az,...,4,-1) = 0.

Puesto que by # 0, estas ecuaciones por induccién definen de modo iinico todos los coeficientes ay, a3, ay, . ..
Esto demuestra que f existe y es tinica.

Para ver que se tiene f o ¢ = X, notamos que en f también ag = 0 y a; es invertible, entonces existe
una serie dnica & tal que f o h = X. Luego, en la identidad X = g o f podemos sustituir /1 en lugar de X
para obtener h = go (foh). Pero foh = X, asi que h = g. [

8.20. Corolario. Sea f = a1 X +ap X?+a3X34--- € XR [X] una serie de potencias. Consideremos el endomor-
fismo
¢: R[X] — R[X],
X f

que es constante sobre R y envia X a f. Entonces, ¢ es un isomorfismo si y solo si f'(0) = a; € R*.

Demostracion. Esto es esencialmente el lema anterior formulado de otra manera. Si f cumple la condicién
f'(0) € R*, entonces existe una serie g tal que f o g = go f = X, y basta definir ¢! por X + g.

Viceversa, notamos que ¢ preserva el subconjunto de las series con coeficiente constante no nulo. Si ¢
es un isomorfismo, entonces ¢ preserva el complemento de este conjunto que es el ideal XR[X]. Luego, X
es un generador de XR[X], asi que f(X) tiene que ser un generador de XR[X]:

FR[X] = XR[X].
En particular, debe existir 1 = by + by X + by X*> + - - - € R[X] tal que fh = X:
(a1X+a2X2+-~)(b0+b1X—|—b2X2+-~):a1b0X+(a2bo+a1b1)X2+---:X

lo que implica que by = a; L [

8.4 Lema de Hensel

Recordemos que el lema de Hensel para un cuerpo completo no arquimediano K afirma lo siguiente.

Si f(X) € Ok[X] un polinomio con coeficientes en Ok y xg € Ok satisface ||f(xo)|| < ||f'(x0)||? entonces
existe tinico x € Ok tal que f(x) =0y ||x — xo|| < ||f'(x0)]|-

En particular, si K es un cuerpo local no arquimediano, el anillo Ox es completo respecto al ideal
maximal mg. Si tenemos

f(x0) =0 (moéd f(xp)? my),
esto implica que [|f(x0)]| < I (x0)?], y si
X = Xo (méd f’(xo) mK),

entonces
[l = x| < [l (x0) -

Esto motiva el siguiente resultado general para anillos completos.
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8.21. Teorema (Lema de Hensel para anillos completos). Sea R un anillo completo respecto al ideal a y sea
f(X) € R[X] un polinomio. Para todo xo € R tal que

f(x0) =0 (moéd f'(x0)%a)

existe x € R que cumple
f(x)=0, x=xy (méd f'(xp)a).

Ademis, si f'(xq) no es un divisor de cero en R, entonces este x es 1inico.

(Notamos que gracias a ??, el ideal a en el enunciado puede ser reemplazado por a” para cualquier n =
1,2,3,..))

Demostracién. Para simplificar la notacion, denotemos z := f’(xg). Si
f(X)=ap+ay X +ay X>+ - +ag X°,
entonces por la férmula del binomio
flxo+zX) = Y ai(xo+zX)' = Y axh+ ( ) aiix6_1> X+ Y a;8i(x0,2X) (2X)?,
0<i<d 0<i<d 1<i<d 1<i<d

~— ———
f(x0)

donde g;(xg,zX) es algtn polinomio en xj y zX con coeficientes enteros (son ciertos coeficientes binomiales,
pero no nos sirven las férmulas explicitas). Esto significa que existe algan polinomio & € R[X] tal que

fx0+2X) = f(x0) + f'(x0) 2X + h(X) (2X)?
= f(x0) +2* (X + X*h(X).
Podemos considerar el homomorfismo de R-dlgebras definido por
¢: R[X] — R[X],
X = X+ X*h(X).

Es un isomorfismo segtin 8.20, asi que existe un homomorfismo inverso ¢~!: R[X]] — R[X]. Al aplicarlo
a la ecuacion de arriba nos queda

flxo+2¢7 (X)) = f(x0) +2 ¢ H(X + X*h(x)) = f(x0) +2°X.

Segtin nuestra hipétesis, f(xo) = 0 (méd z2 a); es decir, f(xg) = z%c para algn ¢ € a. Ahora segtin 8.18
existe un homomorfismo de R-dlgebras definido por

¢: R[X] = R,
X+— —c

Al aplicarlo tenemos
flxo+z 9o~ (X)) = flxo) +2*$(X) = f(x0) —2°c =0,
asi que

x=x0+z-podp (X)ER
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es el elemento que estamos buscando. Notamos que 1 o $~!(X) € a. De hecho, siendo un isomorfismo,
¢! debe enviar X a una serie en XR[X], y luego (X) € a. Esto significa que

x=x (mod za).
Supongamos ahora que z no es un divisor de cero en R. Sea x” € R otro elemento que satisface

x=xp (mod za).

“~~
—
R\
N—
I
=
=
S~—
I
o
R\
Il

Tenemos
x=x0+za, x =xg+zd

para algunos 4,4 € a. Consideremos los homomorfismos de R-algebras B, f': R[X] — R (?2? check the
errata for p. 201) definidos por

B: X+ a,
B X d.

Al aplicar By B’ alaidentidad
f(xo+2zX) = f(x0) +2* (X + X*h(X))

nos queda
0= f(xo+za) = f(xo) + 2% (a + a* h(a))

y
0= f(xo+2za') = f(xo) + 2% (a' +ah(a)).

En particular,
22 (a+a*h(a)) = 2% (d' +a? h(d)).

Usando que z no es un divisor de cero, tenemos
a+a’h(a) =a' +a?h(a);
es decir,
pog(X) =B o p(X).
Pero la imagen de X define a un homomorfismo de R-dlgebras R[X] — R de modo tnico, asi que fo ¢ =
B’ o ¢. Puesto que ¢: R[X]] — R[X] es un isomorfismo, se puede concluir que g = . u
El lector puede consultar mis apuntes

http://cadadr.org/san-salvador/2018-04-topologia-p-adica/hensel.pdf

para ver algunas aplicaciones tipicas del lema de Hensel.
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