Algebra I: Teoria de Grupos
Examen parcial 1. Soluciones

Universidad de El Salvador. Ciclo impar 2018

Problema 1 (1 punto). Consideremos los grupos simétricos S, y grupos alternantes A,. ;Para cudles
valores de n son abelianos? Cuando no son abelianos, encuentre un par de permutaciones especificas o, T
tales que coT # To0.

Solucién. El grupo S, no es abeliano para n > 3. En este caso tenemos, por ejemplo,
(12)0(23)=(123), (23)0(12)=(132).
El grupo Ay no es abeliano para n > 4. Por ejemplo,
(123)0(124)=(13)0(24), (124)0(123)=(14)0(23).

El grupo
Az ={id, (123),(132)}

es abeliano. |

Problema 2 (1 punto). Demuestre que un grupo G es abeliano si y solamente si para cualesquiera g,h € G
se cumple

2 212
(8h)™ =g~ .
Solucién. Si G es abeliano, entonces
(gh)? = ghgh = gghh = g* .
En la otra direccién, si en G se cumple
ghgh = (gh)* = g* h* = gghh
para cualesquiera g,/ € G, entonces, podemos cancelar g en la izquierda y / en la derecha y obtener
hg = gh.
|

Problema 3 (2 puntos). Supongamos que ¢ = (i1 --- i) y T = (j; --- j¢) son dos ciclos disjuntos en el
grupo simétrico S;; es decir,
{in, .. iy e} = @.

Demuestre que el minimo exponente m = 1,2,3,. .. tal que (0 o 7)™ = id es igual a mem(k, ¢).

Solucién. Dado que los ciclos disjuntos conmutan entre si, para cualquier m = 1,2,3,... se cumple
(coT)" =0" o™

De hecho, podemos notar que las potencias ¢ y 7/ son disjuntas para todo i, j. Luego,

k=min{m=1,2,3,...|¢c" =id}, £=min{m=1,2,3,...| 7" =id}



y la divisién con resto de m por k y £ respectivamente demuestra que
" =id <= k|m, T"=id <= (| m.
Ahora
(con)"=0"ot"=id <= " =idyt =id < k|my/l]|m.
Entonces,
min{m=1,2,3,...| (cot)" =id} =min{m =1,2,3,... | k|my{|m} = mem(k, ).
u

Problema 4 (2 puntos). Para el grupo simétrico Ss calcule cudntas diferentes permutaciones ¢ € Ss satis-
facen la propiedad o oo = id.

Solucién. El grupo Ss tiene 5! = 120 elementos y por supuesto, no nos conviene analizarlos uno por uno. Enumeremos
todos los posibles tipos de ciclo de las permutaciones en S5 (recordemos que estos corresponden a las particiones de
5):

1+14+14+1+1+—1id,
1+1+142— (o),

Solamente las permutaciones id, (e ®) y (e ) (e e) satisfacen la condicién ¢ = id:

id>=id, (ab)?>=id, ((ab)o(cd))®= (ab)?o(cd)?=id.

Para las demds permutaciones se tiene

(abc)>=(ach)#id, (abcd)®>=(ac)o(bd) #id,
((abc)o(de))?>=(abc)?o(de)* = (ach)#id,
(abcde)’>=(acebd) #id.

Entonces, necesitamos contar cudntas permutaciones de la forma (a b) y (a b) o (¢ d) hay en Ss. Para las transposi-
ciones, es fécil: necesitamos escoger un par de indices diferentes 4,b € {1,2,3,4,5} y estos definen una transposicién

(a b) = (b a). Tenemos
5 5! 4.5
(2) “aa a2 W0

posibilidades. Para contar las permutaciones de la forma (a b) o (¢ d) (productos de dos transposiciones disjuntas),
podemos escribirlas como (a b) o (¢ d) o (e). Hay 5! posibilidades de poner ntimeros diferentes en lugar de 4,b, ¢, d, e.
Luego, yaque (ab) = (ba) y (cd) = (d c¢), tenemos que dividir 5! por 2 - 2. De la misma manera, el orden de multiplos
(a b) y (c d) no cambia el resultado, y hay que dividir todo por 2. Entonces, hay

5/ 2.3-4.5

2722 222 0
diferentes permutaciones de la forma (a b) o (¢ d).
Podemos concluir que en S5 hay precisamente
1+10+15=26
permutaciones que satisfacen o o o = id. u



Problema 5 (2 puntos).

1) Para un grupo G demuestre que el centro Z(G) es un subgrupo de G.

2) Sea G un grupo y H su subgrupo. ;Es cierto que Z(H) es un subgrupo de Z(G)? (Demuéstrelo o
encuentre un contraejemplo.)

Solucién. Recordemos la definicién del centro:
Z(G):={g3€G|gh=hg paratodoh € G}.
Primero, 1 € Z(G), puesto que para todo i € G se cumple
1-h=h-1=h.

Ahora supongamos que g1,¢2> € Z(G). Entonces, para todo h € G se cumple

‘ e : 7(G :
(31828 ™ g1 (221) 2 (920) 81" g (0g1) *E (hg1) g2 "2 h (152,
Ahora si § € Z(G), entonces para todo I € G tenemos
_ 1 _\-18SZ(G) ., 1\~ -
g =g =T (g ) T =g

Esto demuestra la primera parte (de hecho, ya lo habiamos hecho en clase). La segunda parte es totalmente falsa. Por

ejemplo, como vimos en clase,
Z(Sy) ={id} paran>3,

pero S, puede contener subgrupos abelianos
{id} CHCS,

para los cuales Z(H) = H. El ejemplo minimo es el de S3 donde tenemos cuatro subgrupos propios
{id, (12)}, {id,(13)}, {id,(23)}, A3 ={id,(123),(132)}.
Todos estos subgrupos son abelianos. |

Problema 6 (2 puntos). Se dice que un nimero complejo z € C es una raiz n-ésima de la unidad si z" = 1.

1) Demuestre que todas las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo abeliano respecto a la
multiplicacién compleja. Denotémoslo por 1, (C).

2) Demuestre que todas las raices de la unidad

Hoo(C) = |J pa(C)

n>1
también forman un grupo.

Solucién. Sabemos que los ntimeros complejos no nulos C \ {0} forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién,
asi que serd suficiente ver que i, (C) es un subgrupo. Obviamente, 1 es una raiz n-ésima de la unidad para cualquier
n: tenemos 1" = 1. Luego, si z y w son raices n-ésimas de la unidad, entonces su producto zw es también una raiz
n-ésima de la unidad:

(zw)" =Z"w" = 1.

Por fin, si z es una raiz n-ésima de la unidad, entonces z # 0 y z es invertible: existe 2z 1 tal que z7lz=1. Luego,
(Zfl)n _ (Zn)fl _ 1’

asi que z~! es también una raiz n-ésima de la unidad.



De la misma manera, podemos ver que todas las raices de la unidad forman un subgrupo

Heo(C) := |J pn(C) € €\ {0}

n>1

Obviamente, 1 € poo(C). Luego, si z € oo (C), entonces z € p, (C) para algin 1 y, como acabamos de ver, z~! € i, (C).
Finalmente, si z,w € pe(C), esto quiere decir que z" = 1y w" = 1 para algunos m y n. Sea ¢ algtn ntiimero tal que
m | £y n | £ En particular, podemos tomar ¢ = mem(m, n). Luego, £ = am = bn para algunos a y b y tenemos

(Zw)f — pam wbn _ (ZM)a (wn)b =1,

asf que zw es una raiz /-ésima de la unidad.
(Esencialmente, acabamos de ver que m | ¢ implica y,, (C) C py(C); en particular, p,, (C), un(C) C pp(C) donde
¢ =mem(m,n).) ]



