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1 Lema de Hensel
Sea K un cuerpo completo respecto a una norma no arquimediana | - |. Denotemos por
Ok :={xeK||x|| =1}
el anillo de enteros correspondiente. Hay que tener en mente los siguientes dos ejemplos principales.
1) Sobre los nimeros racionales @ consideremos la norma p-adica

|ﬂ) =1/ plrm=vp),
nip

La completacion de Q respecto a @), es el cuerpo de los numeros p-adicos. El anillo 7, := Gg, es el
anillo de los enteros p-adicos.

2) Sea k un cuerpo. Sobre el anillo de polinomios k[X] definamos la valuacion X-adica mediante
vx(0):=oco, vx (Z a; Xi) :=minfi|a; #0}, si Y a; X' #0
i=0 i=0
y la norma correspondiente sobre el cuerpo de funciones racionales k(X)
‘]_C = pvx(f)—vx(gJ
8lx

para algin parametro fijo 0 < p < 1. La completacién de k(X) respecto a |- |x es el cuerpo de las series
de Laurent _
kO ={ ¥ ax'|aick n=0123,..},

iz—n

mientras que Oy xy es el anillo de las series formales

kX ={Y aiX'|aick n=0,123,.}.

i=0
Para cualquier cuerpo completo no arquimediano se cumple el siguiente resultado importante.

1.1. Teorema (Lema de Hensel’). Sea f(X) € Gx[X] un polinomio con coeficientes en Gx. Supongamos que
existe xy € Ok tal que
ILf o)l < ILf' (o) 1%

Entonces existe tinico x € Ok tal que f(x) =0y | x—xoll < || f'(x0)ll.

*Kurt Hensel (1861-1941), matematico alemdn, estudiante de Kronecker y Weierstrass. Descubri6 los nimeros p-adicos en 1897.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hensel.html

Antes de demostrar el lema de Hensel, necesitamos un par de sencillos lemas.

1.2. Lema. Sea h(X) € Ox[X] algtin polinomio con coeficientes en Ok. Entonces para cualesquiera x,y € Ok se
tiene
Ih(x)—hMI<lx-yl.

Demostracion. Si h(X) = Yg<j<q a; X' para algunos a; € Gk, entonces

hx)-h(y)= Y ax'- Y ay' =Y a&'-y)=x-y¢xy),

0<i=d 0<i=d 1<i=d
donde ¢(X,Y) € Ok[X, Y] es algin polinomio con coeficientes en 0. Luego,

IR(X) =R =lx=yl-I¢Ce, VI =lx-yl,
ya que ¢(x,y) €Ok Y lp(x, Yl = 1. m
1.3. Lema. Sea f(X) € Ox[X] algtin polinomio con coeficientes en ©g. Entonces para cualesquiera x,y € O

fx+y=f@+f(x)y+zy?

para algtin z € O.
Demostracion. Si f(X) =Y <i<q a; X', entonces la férmula del binomio nos da

fX+)= Y aX+V'= Y aX'+ Y aiX'vY+ Y aigX,V)Y?
O<i=d O<i=d 1<i=d 1<i=d

donde g;(X,Y) € Z[X, Y] son ciertos polinomios con coeficientes enteros. Notemos que ¥ ;g a;i X! =
f(X), ylaidentidad de arriba puede ser escrita como

fX+Y)=f(X) +f'(X) Y+g(X)Y) Y2,
donde g(X,Y):=Y1<i<qai g&i(X,Y) € Ox[X, Y] es alglin polinomio con coeficientes en 0. [ |

Demostracion del lema de Hensel (el método de Newton p-ddico). Notamos primero que si |x—xoll < Il f'(x0)ll,
entonces segln 1.2 se cumple
I () = £ (xo)ll < lx = xoll < I f (xo) I,

asi que
If @l = 11Lf"(x) = £ (x0) + £ (xo) || = méx{[| f'(x) — £ xo) I, I £ o) I} = 11 £ (xo) .

Demostremos que f puede tener solo una raiz x tal que
llx—xoll < Il f (x0) .
Supongamos que para algunos x, x' € O se cumple
f@=fN=0, lx=xol <If'Co)l, Ix"=xoll <l f (xo)ll.

Tenemos
! ! z ! !
lx" = xll = 1 (x" = x0) — (x — x0) | < mé&x{llx" = xoll, | x — xoll} < Il f (x0) I

Escribamos x’ = x + y. Segln 1.3 tenemos
0=f(X)=fx+y)=fO)+f (0 -x)+zx —x)?
para algin z € 0. Aqui f(x) =0, entonces nos queda la identidad

flxy=-zy%



Si y #0, tenemos
flx)=-zy,

y en particular
I @l =Nzl -yl <yl =lx"—xI < I f' o)l = 1L f' ol

que es una contradiccién. Entonces, la inica opciénes y=0y x = x'.

Ahora para demostrar que la raiz x existe, consideremos la sucesién de los elementos definidos a partir
de xo por

Xy 1=y — L)
n+1 - n f’(xn) .
Note que es la misma férmula que se usa en el andlisis real en el método de Newton. Denotemos
f(xo0)

=1 £ (xo) - ILf (xp) 172 < 1.

o= ' frxo)?
Vamos a demostrar por induccién que los nimeros x,, satisfacen las siguientes propiedades:
1) llx,ll <1; es decir, x, € O,
2n) ILf' Gl = 1L f! (o) I,
30) If )l < 1 f' (o) 167"

Antes de verificar 1,), 2,,), 3,), veamos por qué nuestra sucesion {x,} demuestra el teorema. Notemos
que las desigualdades 2,,) y 3,,) nos dan

f(xn)

I f(x)l / on
1.1 = = < o,
(-1 I6n s = Xl H ER) T
lo que implica que {x,} es una sucesién de Cauchy:
1% — Xnll = 1(Xm — Xm-1) + (Xm-1 — Xm-2) + -+ + (Xn+1 = Xp) | S mEX{N X0, — X1 ll, - s 1 X041 — Xpll},

y por lo tanto podemos pasar al limite

x:= lim x,.
n—oo

Ya que x,, € Ok para todo n, se tiene x € Ok. Luego,

1/ Gll = lim 1 el = 1 (o)l

graciasa2,)y n
£ Gl = Jim L f Gl < Jim I Geo)26%" =0

gracias a 3,,), y entonces f(x) =0.

Demostremos que

[ (xo0)
lx—xoll =
I e
Va a ser suficiente demostrar que para todo n=1,2,3,... se cumple
_ || £ x0)
x5 — xoll = el




f(xo0)
fl(xo) "

y luego pasar al limite n — oo. Para n = 1 esto se cumple por la definicién x; := xo —
que segln (1.1), tenemos la desigualdad estricta

Luego, notemos

n f(x0)
Xna1 = Xnll = I f (x0) 167 < '(x)(Sz‘ .
[ Xp+1 = Xnll < 1 f (x0)l I f* (o)l P
Esto nos da el paso inductivo: si [ x;, — xoll = ‘ % , entonces
_ . _ | G0
1 Xn+1 = Xoll = [ (xn+1 — Xn) + (xn — X0) | = max{ll xp+1 — Xpll, 1xn — X0ll} = || .
S (xo)

Para terminar la demostracion, nos queda solo ver que los niimeros x, cumplen las propiedades 1), 2,),
3,). Para n =0, estas son nuestras hipdtesis sobre x. Para el paso inductivo, tenemos que ver que 1,,), 2,),
3,) implican 1,+1), 2,+1), 3n+1). Primero, x,.; esta bien definido, ya que segin 2,,),

If' eIl = 1 f" (x0) | # 0,

y por lo tanto f'(x,) # 0 (en efecto, la hipdtesis || f(xo) || < || f'(xo)|> implica que || f'(xo)|l # 0). Para demostrar
1n+1):

_ ) Slxn)
I Xp+1ll = || xn ) 1 Feen } <
es suficiente ver que ’ ]];(&)) < 1. Esto sigue de las propiedades 2,) y 3,):
fxn) H f(xn) < f 2n
< 6 =1
' ) I f (xo)l

Para demostrar 2,,1), notemos que | f(x)l < | f'(x0)26%" seglin 3,,), y ya que § < 1, tenemos | f(x,)| <
I f'(x0)11?. La desigualdad 1.2 para f’'(X) nos da

(xn)

”f’( Xo)

fxn)

!
e <l xo)ll.

I (xne1) = 1) < I Xne1 = Xnll = ’

Pero la desigualdad estricta

I nen) = f/ Cen) I < maxdll £ Gens DL 1LF o) 13

es posible solo si || f'(xu+1) 1l = I f'(x,) |l. Esto demuestra 2,.,). Para ver 3,.1), podemos usar la identidad de

1.3 para x, y — ]{,(&':3) :

fxn) fxn) ) s (_ fxn) )2 ., (_ f(xn) )2
f’(xn) fl(xn) f’(xn) f,(xn)

para algun z € Ok (es decir, | z|l < 1). Entonces, usando 2,) y la desigualdad 3,), tenemos

f(xn+1)=f(xn— )=f(xn)+f’(xn) (—

Gen) [|* (Lf! (x0) 12 6%")2 ne
If Cens DIl < ” ]]: (x’; | s I/ " f,‘;x'L)”z = If )2 6%
Esto termina la demostracién de 1,), 2,,), 3,,) para todo n. [ |

1.4. Ejemplo. Recordemos el método de Newton del andlisis real. Para resolver una ecuacién f(x) =0, se
empieza por algln xo y luego se consideran las aproximaciones consecutivas

f(xn)
f’(xn) '

Xn+1 = Xp —



Geométricamente, x,+1 es lainterseccion del eje x con la tangente a f(x) en x = x,,. Sila aproximacién inicial
xo es buena, los x,, convergen a una raiz de f. Por ejemplo, si f(x) = x> -2, entonces f'(x) = 2 x, y empezando
por xp = 1, se obtiene

x1 =15 x»=1416666..., x3=1,414215..., x4=1,414213...,

lo que converge rapidamente a v/2.

?x =1.0;
? for (i=0,6, printf ("x%d = %s\n", i,x); x = x - (x"2-2)/(2*x));

X0 = 1.0000000000000000000VVVVVVVVVRBRVRBRAAA
x1 = 1.5000000000000000000000VVVLYRRRRRRRAVA
x2 = 1.4166666666666666666666666666666666667
x3 = 1.4142156862745098039215686274509803922
x4 = 1.4142135623746899106262955788901349101
x5 = 1.4142135623730950488016896235025302436
x6 = 1.4142135623730950488016887242096980786
? sqrt (2)

% = 1.4142135623730950488016887242096980786

Sin embargo, en algunos casos el método no converge. Por ejemplo, si f(x) = x> — x y empezamos por
Xo = 1/v/5, entonces

1 a/VeP-1v5 1 1 1/5-1 1

—= = X0,

fx)




En el caso no-arquimediano, el método de Newton siempre converge: la iinica condicién para la apro-
ximacion inicial es | f (xo) |l < Il f'(x0) I1%. A

La demostracién de arriba nos da un algoritmo concreto para calcular el resultado con una dada preci-
sién. La desigualdad
12641 = Xnll < ILf' (x0) 1 67

de (1.1) implica que para todo m > n se cumple
Ixm = xall < ILf (o) 6%

(use la desigualdad ultramétrica). Para m — oo esto nos da
flxo) |*
f'(x0)?

lo que significa que a cada paso la precision por lo menos se dobla y el algoritmo es bastante eficaz.

)

lx = xpll < ILf (o) 162" = 1 f (x) Il - '

1.5. Ejemplo. Calculemos una raiz cuadrada 3-adica de 7. Buscamos entonces las raices del polinomio
f(X) = X?—7 en Z3. M6dulo 3 tenemos dos soluciones: 12~7=0 (méd 3) y22—7=0 (méd 3). Consideremos,
por ejemplo, xp = 1. Tenemos

1
|fGxolls =1-6l3 = 2, If' )3 =1215=1,

entonces la condicién | f(xg)l3 < | f’(x0)|§ se cumple, y el lema de Hensel nos dice que existe tinico x € Z3 tal
que f(x) =0V |x—xols <1; es decir, x= xy (mdd 3). Ademads, la demostraciéon nos da una sucesion especifica
xp tal que x = lim,_, x,. Calculemos algunos de estos x,, por la férmula

f(xn)
flxen)

Xn+1 = Xp —

Tenemos

La expansion 3-adica de x3 es dada por
1+3+32+2.3142.37 43943104 2.311 4 2.313 4 ...

(esto se puede calcular en PARI/GP). Ademds, sabemos que el nimero de los digitos p-adicos correctos en
las aproximaciones x; por lo menos se dobla a cada paso; es decir,

vp(x—x,) 22" <= x=x, (méd pzn).

En particular, en x3 los digitos hasta a; coinciden con los digitos de la verdadera raiz cuadrada x de 7 tal
que x=1 (mdd 3). Tenemos
x=1+3+32+2-3142.3"+...

Si empezamos por x, = 2, se obtiene otro nimero x’ € Z,, tal que x> =7y x’' = x{ (méd 3). Es la otra raiz

cuadrada de 7. Por supuesto, x = —x':

—x=2+3+32+2.3342.342.3540.3" + ...



Podemos verificar nuestro calculo en PARI/GP:

2 (1 + 3 + 3A2 + 2%3A4 + 2%¥3A7 + 0 (378))A2
% = 1 + 2¥3 + 0(3/8)

? (2 + 3 4+ 3A2 + 2%¥3A3 + 2Q¥3ZAL + 2¥3A6 + 0(378))N2
% =1+ 2%¥3 + 0(3"8)

PARI/GP puede calcular raices cuadradas de nimeros p-adicos directamente:

? sqrt (7 + 0 (3710))
% =1+ 3 4+ 3A2 + 2%¥3N4 + 2%3A7 + 3A8 + 3A9 + 0(3710)

A

Vamos a escribir simplemente “\/x” para denotar una raiz cuadrada de x € Q. Esta notacién viene del
analisis real, donde /x para x > 0 normalmente denota el niimero positivo tal que (v/x)? = x. En el caso p-
adico, también hay dos posibilidades, y la diferencia es el signo +1, pero ya no hay un modo tan canénico
de elegir uno. Por ejemplo, la funciéon sqrt(x) en PARI/GP devuelve la raiz cuadrada con el primer digito
p-adico 0 < ap < p/2.

En PARI/GP, la funcién padicappr(£f,a) devuelve las raices p-adicas del polinomio f congruentes a
a médulo p.

-~

padicappr(x?2-7, 1 + 0 (3710))

% = [1 + 3 + 372 + 2%3A4 + 2%3A7 + 3A8 + 379 + 0(3710)]~

? padicappr(x?2-7, 2 + 0 (3710))

% = [2 + 3 + 372 + 2%3A3 4+ 2%3AL 4+ 2%¥3A6 + 3A8 + 3A9 + 0(3710)]~

Ejercicio 1. Usando el método de Newton, calcule los primeros 8 digitos de las raices cuadradas +v—1 en
Q5 v £V -3 en Q. (Use PARI/GP para hacer calculos con niimeros racionales y encontrar sus expansiones
p-adicas).

1.6. Ejemplo. Calculemos la raiz cuadrada v'1+ X en Q[[X]]; es decir, encontremos las raices del polinomio
F(Z)= Z2-1-Xe QIX1(Z]. Para fy =1 tenemos

vx(FD)) =vx(-X)=1, vx(F'(1))=vx()=0.
Entonces, se cumple |F(1)|x < [F'(1)[5 y podemos calcular las aproximaciones

fi-1-x
2 fu

) _

It =In= Gy =



Esta vez seria mejor hacerlo con ayuda de PARI/GP:

2 f=1;

? for (n=1,3, f = £ - (£A2-1-X)/(2*f); printf ("f_%d = %s\n", n,£));
£1=1/2% + 1

£ 2 = (XA2 + 8%X + 8)/(4*X + 8)

£ 3 = (XA4 + 32¥XA3 + 160%XA2 + 256%X + 128)/(8*XA3 + 80¥XA2 + 192%X + 128)

? £+ 0 (X*8)
% = 1 + 1/2%X - 1/8%XA2 + 1/16%XA3 - 5/128%XA4 + 7/256%XA5 - 21/1024%X76
+ 33/2048%XA7 + 0(X"8)

Como sabemos, los coeficientes de f; coinciden con los coeficientes de vX +1=Y;.9a; X por lo menos
hasta a;. Entonces,

1.1 1 5 7 21 33
VXH1I=1+-X—-X2+ =X — X'+ — X' — x5+ — X"+
2" 8 16 128 256 1024 2048

Lo que acabamos de calcular son los primeros coeficientes de la serie binomial
1/m\| _;
u+XWm=Z(_)XH
iz0\ !

donde

Y Y(Y-1)---(Y-i+1
():: (Y =1)--( ”)e@m.

i i!

-~

(1+X)A(1/2) + 0 (XA8)
% =1 4+ 1/2%¥X - 1/8*¥XA2 + 1/16*XA3 - 5/128%X~A4 + 7/256%¥XA5 - 21/1024*XN6
33/2048*XN7 + 0(X18)

+

? vector (7,i,binomial(1/2,1i))
% = [1/2, -1/8, 1/16, -5/128, 7/256, -21/1024, 33/2048]

El resto de este texto esta dedicado a algunas aplicaciones tipicas del lema de Hensel para los nimeros
p-adicos.

2 Cuadrados en Q,

2.1. Proposicion.

1) Para p #2, un nimero u € Z; es un cuadrado en Q,, (es decir, u = x* para algiin x € Q) si y solamente si
u es un cuadrado médulo p.

2) Un numero ue 7} es un cuadrado en Q siy solamente si u=1 (méd 8).



Demostracién. Supongamos que p # 2. Si u = x> en Qp, notamos que |x|fj = |ulp =1, y por lo tanto x € z,.
Luego, se tiene u = x*> (méd p). En la otra direccion, si la ecuacién f(X) = X? — u tiene solucién médulo
p, esto significa que existe un nimero 0 < xo < p—1 tal que x3 — u =0 (mdd p). En términos de normas,
|f(x0)l, < 1/p, mientras que |f’(x)?|, = |2 xolf, =1, puesto que p # 2. Entonces, podemos aplicar el lema de
Hensel que nos da un elemento x € Z, tal que f(x) = x*> - u=0.

En el caso de p =2, de la misma manera, u = x> para algln x € Q, implica x € Z; y podemos considerar la
reducciéon médulo 8. En el anillo 7,/87, = 7/87, 1os elementos invertibles son 1,3, 5,7, y todos sus cuadrados
son congruentes a 1 médulo 8:

12=32=52=72=1 (mod 8).

X

Entonces, se tiene necesariamente x? = 1 (méd 8). En la otra direccién, si u € 73 satisface u =1 (méd 8),
esto quiere decir que |1 — ul, < 1/8. Apliquemos el lema de Hensel al polinomio f(X) = X?> — u. Para xy = 1
tenemos

|f(xo)l2 = 11— ula < 1/8 < |f'(x0)I5 = 1215 = 1/4,

asi que existe x € Z, tal que u = x°. [ |

Hemos encontrado los cuadrados en Z ;, pero ;qué sucede con los cuadrados en Q,,? Pues, todo elemento
x € @y, puede ser escrito como x = p"u,donde nezZy ue Z,. Luego, x|, = |p" ulp = 1/p". Not.e que si x es
un cuadrado, entonces n tiene que ser par. Esto nos dice que los cuadrados en Q; son precisamente los
numeros p" u donde ne Z es pary u es un cuadrado en Z.

Ejercicio 2. Denotemos por (@;)2 el grupo multiplicativo de cuadrados en Q. Demuestre que

R*/(R*)? = C,,
Q3@ =CoxCo, sip#2,
Q3 /(@5)*=Cyx Cyx Co.

Ejercicio 3. Demuestre que si p =2 (mdd 3), entonces para todo a € Z tal que p{a tenemos V/a € Q,. Para
p #2 (méd 3), encuentre algiin a tal que ptay Va¢ Q.

El lector que todavia empieza a estudiar los nimeros p-adicos probablemente se habia planteado la
siguiente pregunta. El cuerpo Q, contiene el cuerpo Q donde existe la nocién de niimeros positivos y nega-
tivos. ;Se puede definir algo parecido para Q,?

Recordemos la siguiente definicion. Se dice que un cuerpo F es ordenado si estd definido un subconjunto
P c F de elementos positivos con las siguientes propiedades:

1) Para x € F se cumple precisamente una de las siguientes relaciones:

xeP x=0, -—-x€P

2) Six,yeP,entonces x+yePyxyeP.

Normalmente si x #0y x € P, se escribe “x > 0”; si x#0y —x € P, se escribe “x < 0”. De los axiomas se
sigue que 1> 0y —1 < 0: de hecho, 1 =12 = (-1)2. Luego, la propiedad 2) implica que para todo n=1,2,3,...
tenemos

l1+---++1>0, —-(1+---+1)<0.
— N———

n n

En particular, un cuerpo de caracteristica positiva no puede ser ordenado. Para x # 0 tenemos x? = (-x)?, lo
que significa que x? > 0 para todo x # 0: todos los cuadrados de niimeros no nulos tienen que ser positivos.

Por ejemplo, Q@ y R son cuerpos ordenados. El cuerpo C no es ordenado: tenemos i> = -1 < 0, un cuadrado
que no es positivo. De la misma manera, se puede ver que los cuerpos p-adicos Q, no son ordenados, ya
que en cada uno de ellos se puede encontrar muchos cuadrados negativos.



2.2. Observacion. Q, no puede ser ordenado para ningtin primo finito p.

Demostracién. Por ejemplo, el cuerpo @, contiene la raiz cuadrada +v/~7, y luego (v-7)> = =7 < 0. Para
p>2, el cuerpo Q, contiene, por ejemplo, +,/1 - p, y luego (/1 - p)?=1-p<O0. |

3 Raices de la unidad en Q,

Unaraiz n-ésima de la unidad es un nimero { € Q, tal que {" = 1. Notamos que esto implica que [{|, =1,
asi que las raices de la unidad en @, forman un subgrupo u(Q,) del grupo multiplicativo Z;. La reduccion
modulo p nos da un homomorfismo de grupos

(3.1) ¢: p@Qp) =72, — ZIpD)*.

3.1. Proposicién. EI homomorfismo ¢ es sobreyectivo; especificamente, en Q,, hay raices de orden p -1 que
dan diferentes restos modulo p.

Demostracion. Consideremos el polinomio
fX)=XP-X=XX""-1)€Z,[X]

cuyas raices no nulas corresponden a las raices de la unidad de orden p — 1. Segin el pequefio teorema de
Fermat la ecuacién

xg—xo =0 (méd p)

tiene p soluciones 0 < xp < p — 1. Tenemos

If (o)l < 1/p<If'(xo)l5 = Pl o1 =1,

asi que el lema de Hensel funciona y para cada x, produce un elemento tnico x € Z,, que satisface x” —x =0
y x=xp (mdd p). n

Ejercicio 4. He aqui otro modo de encontrar las raices de la unidad de orden p—1. Demuestre que para todo
x€Z, se cumple

n+l

=% (méd p"h

y que el limite lim,_o, x”" existe, y es precisamente la raiz del polinomio X” — X que es congruente a x
modulo p.

En Q,, no hay otras raices de la unidad.

3.2. Proposicion. Las tinicas raices de la unidad en Q, son +1.
Las unicas raices de la unidad en Q,, para p # 2 son las (p — 1)-ésimas raices que acabamos de encontrar.

Demostracion. Primero examinemos el caso p = 2. Toda raiz de la unidad ¢ € u(Q,) es un producto de una
raiz de la unidad de orden 2* y una raiz de la unidad de orden impar n, asi que serd suficiente considerar las
raices de orden 2¥ y orden impar por separado.

La raiz de la unidad primitiva de orden 2 es -1, pero —1 no es un cuadrado en Z, asi que en Z; no hay
raices de la unidad de orden 2* para k = 2.

Ahora sea ¢ € u(Q,) una raiz de la unidad tal que ¢{" = 1 para n impar. Consideremos el polinomio f(X) =
X" —1. Tenemos f(1) =0y f'(1) = n # 0 (mdd 2), y entonces el lema de Hensel nos dice que existe tinico
x€Z, tal que f(x) =0y x=1 (mdd 2). Pero todo elemento de Z; se reduce a 1 mddulo 2, asi que { = 1. Esto
demuestra que en Z; no hay raices de la unidad no triviales de orden impar.
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Ahora examinemos el caso p # 2. Hemos probado usando el lema de Hensel que elhomomorfismo ¢: u(Q,) —
(Z/pz)* de (3.1) es sobreyectivo, y hay que demostrar que ¢ es también inyectivo. Sea { € u(Q,,) una n-ésima
raiz de la unidad tal que ¢(() =1; a saber, { =1+ px para alglin x € Z,,. Necesitamos ver que x = 0. Tenemos

("=0+px)"=1,

y entonces, aplicando el teorema del binomio,

npx+(Z)p2x2+(2)p3x3+-~-+p”x”:O.

x(n+(Z)px+(:)p2x2+---+p”_1x”_l) =0.

Si p1n, entonces la expresion en paréntesis no puede ser nulay x = 0. Si p | n, podemos reemplazar { por {”
y n por n/p. De nuevo, el mismo argumento demuestra que x =0 o p | n. Repitiendo este proceso, todo se
reduce al caso n = p. Tenemos entonces

x(p+(’29)px+(§)p2x2+---+pp1x”1) =0.

Luego,

Sin embargo, p # 2, asi que todos los términos en la suma

(lzj)px+(;7)pzx2+~-+p”_1x7"_1

son divisibles por p?, la expresion en paréntesis no puede ser nulay x = 0. [ |
3.3. Corolario. Los cuerpos Q, no son isomorfos para diferentes p.

Demostracion. El orden del grupo de las raices de la unidad nos permite distinguir todos los @, excepto
Q2 v Q3, donde las raices de la unidad son +1. En este caso excepcional podemos notar, por ejemplo, que

V-2 € Q3, mientras que v-2 ¢ Q. [ |

Ejercicio 5. Sea p un nimero primo.

1) Sea n un numero entero, posiblemente negativo. Demuestre que si p{ n'y x € Z, satisface x = 1
(méd p), entonces x tiene una raiz n-ésima: existe y tal que y" = x.

2) Demuestre que 1+ p no tiene raices p-ésimas en Q,,.
3) Demuestre que x € Z,, tiene una raiz p-ésima si x=1 (méd p? y p #2.

Indicacion: use el lema de Hensel en 1). En 2), si y = by + by p + b p> +---, calcule los primeros digitos p-ddicos
de yP. En 3), use el lema de Hensel con una buena aproximacion inicial.

Ejercicio 6. He aqui otro modo de demostrar que @, no tiene raices p-ésimas de la unidad no triviales.
1) Recuerde el criterio de Eisenstein en la siguiente version. Sea
fX)=an X" +an 1 X" ' +---+a, X +ape RX]

un polinomio con coeficientes en un dominio de factorizacién Ginica R. Sea p € R un elemento primo
tal que
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= pla;paratodoi=0,...,n-1,
" plapy,
= p*fap.

Entonces f(X) es irreducible en K[X] donde K es el cuerpo de fracciones de R. Es decir, f(X) no puede
ser expresado como un producto de dos polinomios de grado < n.

2) Usando el criterio de Eisenstein para Z,[X], demuestre que el polinomio ciclotémico

XP-1
X-1

fX)= =XPT 4 XP 24 X+

es irreducible en Q,[X]. Concluya que la Gnica p-ésima raiz de la unidad en Q,, es 1.

Indicacion: en 2), considere el polinomio f(X +1).

4 Automorfismos de Q,

4.1. Proposicion. Eliinico automorfismo f: Q, — Q, es la aplicacién identidad.

Primero notemos que todo automorfismo f: Q, — Q, deja Q fijo. Primero, para todo neN

fxn) = f(xl+--+1) =xnf(l)=+n.

n

Luego, para m/n € Q tenemos
m

0 (2)=5 0 2) = s =,
asi que f(m/n)=m/n.

Se sigue que el tinico automorfismo continuo f: Q, — Q, es la aplicacién identidad. De hecho, ya
que Q es denso en Q,, todo elemento x € Q, puede ser representado como x = lim,_., X, para x, € Q, y si f
es una aplicacién continua,

)= £ {Jim ) = fim, )= fim 0=
puesto que f deja Q fijo.

Entonces, para demostrar 4.1, seria suficiente ver que todo automorfismo f: Q, — Q, es automdtica-
mente continuo. Para esto nos va a servir una caracterizacion algebraica del grupo de unidades 7.

4.2. Lema. Las siguientes condiciones son equivalentes para x € Q},:
1) xP~! tiene n-ésimas raices para un niimero infinito de n;
2) xeZp,.
Demostracién. Si xP~! = y" para alglin n, entonces
(p=Dvpx)=nvp(y).

Si esto se cumple para un niamero infinito de n, entonces las relaciones n | (p—1) v, (x) implican que v, (x) = 0;
es decir, si x € zZy,.

En la otra direccion, si x € Z};, tenemos x # 0 (méd p), y luego xP~1=1 (méd p) por el pequeno teorema
de Fermat. Luego, para f(X) = X" —x”~! € Z,,[X] tenemos f(1) =0 (méd p) y f'(1) # 0 si p{ n. El lema de
Hensel nos da entonces y € Z, tal que y" = xP~1. ]
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El lema que acabamos de demostrar implica que f(Zy) < Z;,. Ahora todo x € Q}; puede ser escrito como
x=p"u,donde neZy ueZ;,. Tenemos

f=fP"w=rFE"H fw=p"fuw.

Luego,
vp(f(x) =vp(p" f(w) = n=vpx).

Esto significa que para todo x,y € Q,
lfX)=fWIp=1fx=Ip=1x=ylp.
Entonces, f es una aplicacién continua, y esto termina la demostracion. [ ]

Ejercicio 7. Demuestre que el inico automorfismo f: R — R es la aplicacién identidad.

1) Note que f(x?) = f(x)?, asi que f aplica nimeros positivos en niimeros positivos y en general, preserva
el orden:
xsy= f(x) = fy.

2) De nuevo, f es identidad sobre Q. Demuestre que esto junto con preservacién del orden implica que
f es identidad sobre todo R.

Note que C ya tiene un nimero infinito de automorfismos no continuos.
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