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En estos apuntes voy a establecer las propiedades basicas de resoluciones proyectivas y definir los fun-

tores Tor para R-moddulos. Esto es un caso particular de la teoria de funtores derivados en algebra homo-
l6gica, pero aqui vamos a usar la generalidad adecuada para nuestros objetivos.
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0 Ellema de la serpiente

Aqui eventualmente voy a afiadir una prueba completa (y aburrida) del lema de la serpiente.

1 Complejos

1.1. Definiciéon. Un complejo de R-méddulos (M., d.) es una sucesion de R-moédulos M,, y aplicaciones R-
lineales d,: M,, — M,,_; (llamados diferenciales) para ne Z:

dp+1 d
= My —— My — My — -+

tales que
dyodyq =0 para todo n.

Esta condicién significa precisamente que imd,+; < kerd,. Luego, el n-ésimo médulo de homologia se
define como el cociente
H,(M.):=kerd,/imd, .

Nota que un complejo es una sucesion exacta si y solo si H,(M.) = 0 para todo n.



1.2. Definicién. Un morfismo de complejos f.: M. — N. es una colecciéon de aplicaciones f,,: M,, — N,
que conmutan con las aplicaciones d™ y d™:
dM

n+l1

ay
o Muy —5 My — My —— -

\Lfnu " \Lfn lfn—l

N
n+l dn

co— Npst =5 Ny = Ny —— -

En otras palabras, se pide que
dNo fy = fu1 0dM para todo n.

Para un complejo M. el morfismo identidad id,,, es el morfismo de complejos con idy, : M, — M, en
cada grado.

Para dos morfismos f.: L. — M.y g.: M. — N. lacomposicién g.of.: L. — N. es el morfismo de complejos
con gy o f,: L. — N, en cada grado.

De esta manera se tiene la categoria Com(R-Mad) de complejos de R-mddulos. Los morfismos de com-
plejos M. — N, forman un grupo abeliano: para f. y g. la suma se define como la coleccién de aplicaciones
fn+ gn en cada grado.

1.3. Observacién (Funtorialidad de homologia). Un morfismo de complejos f.: M. — N. induce de manera
funtorial aplicaciones R-lineales

fn* : Hy(M.) — Hy(N),
xn+imd%r1 an(xn)+imd,11v+1.
La funtorialidad quiere decir que id: M, — M. induce id: H,(M.) — H,(M.) y que para dos morfismos f.: L. —
M.y g.: M. — N, la composicion g. o f. induce las aplicaciones gy o fu+«: Hn(L.) — H,(N.). En otras palabras,
se tiene una familia funtores
H,,: Com(R-Méd) — R-Mad.

Demostracién. Notamos que para x,, € kerdM se tiene

dl o fi(xn) = fu-10d) (x,) =0,

M

asi que f,(x,) € kerd). Ademas, si x, — x, € imd2!,,

Xn+1 € Mp41. Luego,

entonces x, — x), = anH(an) para algin elemento

fn(xn) _fn(xln) = fn(xn —X;) =fn°d%.1(xn+1) = d;11v+1 °fn+1(xn+1);

asi que fi,(x,) — fr(x}) € im dfl\’ﬂ. Esto demuestra que la aplicacion f,. estd bien definida. Es R-lineal, dado
que f, lo es.
La funtorialidad debe estar clara de la definicion de f;,.. [ |

1.4. Definicion.

1) Se dice que un morfismo de complejos s.: M. — N, es homotdpico a cero si existe una familia de
aplicaciones R-lineales hy,: M,, — N1 que satisfacen

Sp=hp_10d +dY,, oh, para todo n.



iy ax

n n
> My > My P My ———— -

hn hn-1

Sn+1 Sn Sn-1

an ay

n+1 n
> Npt1 > My P My ———— -

En este caso se escribe s, = 0.

1) Se dice que dos morfismos f.,g.: M. — N, son homotépicos si su diferencia f. — g. es homotépica a
cero; es decir, si existen h,,: M, — N, tales que

fo—8n=hn_10dy +dN,, oh, paratodo n.

dyy dy!
o My > My, > My ———— -
hn
fn+1| | 8n+1 fall8&n gn-1
dN
\ N n+l1 \ M \ M
7 n+l1 7 n 7 n-1 e

En este caso se escribe f, =~ g..
1.5. Observacion (Morfismos homoto6picos inducen las mismas aplicaciones en homologia).

1) Siun morfismo de complejos s.: M. — N. es homotdpico a cero, entonces las aplicaciones correspondientes
Sps: Hy(M,) — H,(N,) son nulas.

2) Si f.,g.: M. — N. son homotdpicos, entonces para todo n las aplicaciones correspondientes en homologia
s 8w Hy(M.) — Hy(N.) coinciden.

Demostracion. Bastaria probar la primera parte; la segunda parte sigue del hecho de que las aplicaciones
inducidas por f. — g. son f,.« — gn«-

Si s. es un morfismo homotdpico a cero, entonces para todo x, +imd2., € H;(M.) :=kerd)!/imd, se
tiene

Sn(xp) =hp_10 drly(xn) +d,1:/+1 o hy(x,) = d,11v+1 ohy(xy,) € imd,ﬁl,
N——
=0

asi que s« (x, +imdy4+1) =0 en Hy,(N.) :=kerdY/imd" ]

n+l-°

1.6. Definicion. Una equivalencia homotdpica entre dos complejos M. y N. es un par de morfismos
fo: M. — N.y g.: N. — M, tales que

g.ofe=idy, Yy fiog.=idn..
1.7. Observacién. Una equivalencia homotdpica entre M. y N. induce isomorfismos en homologia
Hp(M.) = Hp(N.)

para todo n.



Demostracion. Si tenemos morfismos f.: M. — N, y g.: N. — M. que satisfacen g.o f. =~idpy, y foo g =
idy, , entonces por la funtorialidad de homologia y por la observacién 1.5, las aplicaciones correspondientes
fus: Hy(M.) — Hy(NJ) Y gnv: Hy(NJ) — H,(M.) van a satisfacer

8n+° fux =idm,m) Y fne©8n« =idm, V)

1.8. Comentario. En general, para dos complejos puede haber un morfismo f.: M. — N, que induce iso-

morfismos fy,.: Hy(M.) = H,(N.) para todo n, pero no haber una equivalencia homotépica entre M., y N..
Tener una equivalencia homotépica es algo mucho mas fuerte.

2 Sucesion exacta larga de homologia
2.1. Definicion. Una sucesion exacta corta de complejos
0— M = 2 M — 0

viene dada por dos morfismos de complejos i.: M, — M.y p.: M. — M tales que para todo nlas aplicaciones
in ¥ pn forman una sucesién exacta corta:

0— Mj, % M, 2% M) —0

En otras palabras, se trata de un diagrama conmutativo

’ in+1 Pn+1\ 1
0 — M,,, —— Muw1 > M, > 0
\L ;z+1 dn+1 ld;lrﬂ
1 ~ Pn
0 > M, —— M, > My, > 0
| n Ja
. ~
/ In-1 Pn-1, "
0 — M,_, — My > M, _, > 0
! ! !

donde las columnas son complejos y las filas son sucesiones exactas cortas.
2.2. Teorema (Sucesion exacta larga en homologia). Sea

oM L Pm —o

una sucesion exacta corta de complejos. Entonces, existen aplicaciones R-lineales 6,,: H,(M!) — H,_1(M.) que
junto con las aplicaciones iy, : Hy(M.) — H,(M.) Y pp«: Hy(M.) — H, (M) forman una sucesion exacta natural

s n On in- % Pn-1,%
- — Hp (M) 22 Hy (M) 22 Hy (MY 25 Hyyy (MD) 2255 Hyy o (ML) 222225 Hyy (M) — -



2.3. Ejemplo. Consideremos un diagrama conmutativo con filas exactas

0o — M 2 m 2 M —— 0
l/f/ l/f l/f//
0 — M) — My 2 M — 0

Notamos que una aplicacién f: M; — M, puede ser vista como un complejo

.._>0_>0_>M1LM0_> 0—-0—---
3 2 1 0 -1 -2

Su homologia viene dada por

cokerf, n=0,
H,=1{kerf, n=1,
0, n#0,1.

De esta manera el teorema nos da una sucesion exacta
0 — ker f' — ker f — ker f” 2 coker ' — coker f — coker f"' — 0
asi que se trata de una generalizaciéon del lema de la serpiente. A
De hecho, nuestra prueba del teorema va a utilizar el lema de la serpiente.

Demostacion de 2.2. Para un complejo M. podemos considerar las aplicaciones

d_n: cokerd, 1 := —kerd,_1,

imdp4

Xp+imdy1 — dy(xy).

Tenemos d(x;) € kerd,_,, dado que M. es un complejo e imd,, ckerd,,_,. La aplicacion esta bien definida:
si x,, — x), € imdp.1, entonces dy,(x,) — dn(x}) = dy(x, — x,) =0, usando que imd,+; <kerd,. Notamos que

— kerd
2.1) Kerdy, = (X, +imdys1 | dn(xn) =0} = ——" = H,,(M.)
imdy1
Yy
—  kerd,.; kerd,_
(2.2) cokerd,, = Hn1 _ Xl dn 1=H,,,1(M.).

imd_n im dn
En nuestra situacion, para una sucesion exacta corta de complejos
i
0— M, 2 M, 28 M —0
el lema de la serpiente” aplicado al diagrama

in+1 Pn+1

0 —— M), —— My ———— M, ——— 0

' "
\L n+l l/d"“ l n+l

in Pn

0 > M), > M, > M), > 0
cokerd) , ---- cokerd,;; ---- cokerd) , ---+0

0 maés bien su parte facil.



produce una sucesién exacta
(2.3) cokerd,,,, — cokerdy., — cokerd), ., — 0

De la misma manera, el diagrama

0 — kerd)_, ---> kerd,_; ---- kerd)_,

[ ! [

i Pn-1

0 —— M), | —== My, ——— M), —— 0

\Ld;z—l ldﬂfl ld;:—l

0 M;l_z In-2 Mn_z Pn-2 M;l,_z 0

nos da una sucesion exacta
(2.4) 0—kerd,_, —kerd,_, — kerd,_,

Con las sucesiones exactas (2.3) y (2.4) podemos formar el diagrama

cokerd) , — cokerd,;; — cokerd) , —— 0

25) & | @

0 — kerd,, ——— kerd, ——— kerd,
Notamos que los dos cuadrados conmutan. Por ejemplo, para el primer cuadrado, tenemos

Xp+imd! | ——— ip(x,) +imdy

n+l1

! !

d;t (xp) ——— ip_10dp(xy) = d;; 0 ipn(Xn)

y el lector puede comprobar de la misma manera la conmutatividad del segundo. Ahora el lema de la ser-
piente aplicado a (2.5) nos da una sucesion exacta

— R— — 6 — R— —
kerd), — kerd,, — kerd!, — cokerd!, — cokerd,, — cokerd,,

que gracias a (2.1) y (2.2) puede ser identificada con
(2.6) Hyy (M) — Hy(M.) = Hy (M) 2 Hy_y (M) = Hy—1 (M.) — Hy_1 (M)

Falta solo comprobar que las aplicaciones inducidas entre los niicleos de d,, y entre los conticleos coinciden
con las aplicaciones inducidas por i. y p.. Por ejemplo, la aplicaciéon ker d), — ker d,, viene dada por

. ! . .
Xp+imd,  ; — in(xp) +imdu,

lo que coincide con i, : H,(M!) — H,(M.).
Juntando las sucesiones exactas (2.6) para todo r, se obtiene la sucesién exacta larga deseada. [ ]



3 Resoluciones libres y proyectivas
3.1. Definicion. Para un R-médulo M, una resolucion libre es una sucesion exacta
e B2 RN RS M—0

donde los F, son R-méddulos libres.

3.2. Lema. Sea M un R-mddulo. Para todo R-mddulo M existe un R-mddulo libre F junto con un epimorfismo
F — M. Ademds, si M es finitamente generado, se puede escoger F de rango finito.

Demostracion. Si {m;};c; es una familia de generadores para M, sea F el R-mddulo libre generado por el
conjunto {e;};e; que corresponde a los generadores. Luego, por la propiedad universal de médulos libres,
existe una aplicacién R-lineal Gnica p: F — M tal que p: e; — m; para todo i € I. Dado que los m; generan a
M, esta aplicacién es sobreyectiva. [ ]

3.3. Teorema. Todo R-mddulo posee una resolucion libre. Ademds, si R es un anillo noetheriano y M es finita-
mente generado, entonces se puede encontrar una resolucién por modulos de rango finito.

Demostracion. Gracias al lema anterior, existe un R-médulo libre F, junto con un epimorfismo € = py: Fy —
M. Luego, para el submddulo ker py € Fy también existe un epimorfismo p;: F; — ker po. Podemos consi-
derar el submodulo ker p; € F; vy luego escoger otro epimorfismo p,: F, — ker p;, etcétera. Denotemos por
in: ker p, — F, la inclusion de submddulo y pongamos

dn = infl ] pn
ker p;
"
d d =
S S S = SV
N,
ker po
ker p,
pV x
dnp+1 dn
—— Fp4] ——————————— == > Fy - > Fpop —
% in—l

ker pu-1

Vamos a verificar que (F.,d.) es una sucesion exacta. La exactitud en el término M se cumple, dado que
po es un epimorfismo por la construccién. Para la exactitud en Fy, notamos que imd; = im iy = ker po. Ahora
para n > 1 por la construccion tenemos

dpodpi1=in-1°0ppoinopps1 =0,

=0

asi queimd,+; < kerd,,. Parala otra inclusion, consideremos x, € ker d,,. Tenemos d,, = i,—1op, donde i,,_; es
inyectiva, asi que kerd,, = kerp, v x, € ker p,,. La aplicacion p,1: F,+1 — ker p,, es sobreyectiva, y por ende
Xn = Pn+1(Xpe1) para algan x4 € Fypq. Luego, dyt(Xp41) = pre1(Xn+1) = xp,. Esto demuestra que kerd,, <
imdn+1.



Recordemos que si R es un anillo noetheriano, entonces todo submédulo de un R-mdédulo finitamente
generado es también finitamente generado. Entonces, si M es finitamente generado, se puede escoger F
de rango finito. Luego, su submaddulo ker pg sera necesariamente finitamente generado, y se puede escoger
F; de rango finito etcétera. [ ]

Aunque para nuestros propdésitos seria suficiente trabajar con resoluciones libres, podemos considerar
una clase de resoluciones mas grande.

3.4. Definicion. Para un R-mdédulo M, una resolucion proyectiva
.._,pzﬁplﬂ,poiM_,o
donde los P,, son R-moddulos libres.

Recordemos la definiciéon de R-médulo proyectivo.

3.5. Definicion. Se dice que P es un R-modulo proyectivo si para toda aplicacion R-lineal f: P — Ny toda
aplicacioén R-lineal sobreyectiva p: M — N existe una aplicacién R-lineal f: P — M tal que po f = f:

B p
3 id
L s
K
M T-) N
(Aqui no se pide que f sea tnica.)

3.6. Observacion. Si P; es una familia de mddulos proyectivos, entonces la suma directa @; P; es también un
mddulo proyectivo.

Demostracion. Consideremos un epimorfismo p: M — N y una aplicacién ¢: @; P; — N. La tltima (por la
propiedad universal de coproductos) corresponde a una familia de aplicaciones f;: P; — N que pueden ser
levantadas a f;: P — M

P;
ifi
e
)¢

Luego, podemos considerar la aplicacién correspondiente (f;): @, P; — M que va a cumplir po (f;) = ¢:

_ @lpl
(fi)/// ld’:(fi)
k/

MﬂN

3.7. Observacion. Todo mddulo libre es proyectivo.

Demostracion. Recordemos la propiedad universal del R-mddulo libre generado por un conjunto X: para
todo R-moédulo M una aplicacién de conjuntos ¢: X — M se extiende de modo inico a una aplicacién R-
lineal ¢: R(X) — M:

X —— R(X)

¢l R
A=

M



Ahora para una aplicacion sobreyectiva p: M — N y una aplicacién f: R(X) — N podemos escoger elemen-
tos my € M tales que p(m,) = f(x) para todo x € X. La propiedad universal de R(X) nos da una aplicacion
f: R(X)— M tal que f: x— my:

 RX X
2y
M ——» N my —— f(x)

3.8. Comentario. Notamos que la eleccién de m, € M en la prueba no es tinica y por ende f no serd tnica.

El resultado de 3.3 establece la existencia de resoluciones proyectivas: basta tomar resoluciones libres.

4 Funtorialidad de resoluciones proyectivas

Nuestra construccion de resoluciones en 3.3 usa elecciones de aplicaciones sobreyectivas F — M, asi que
el resultado estd muy lejos de ser candénico. Sin embargo, en esta seccién vamos a ver que para todo médulo
su resolucién proyectiva es candnica en algin sentido débil que serd suficiente para nuestro propdsito.
Empecemos primero por un resultado auxiliar sobre mddulos proyectivos.

4.1. Lema. Sea P un R-mddulo proyectivo y sea
M, My A M
una sucesion exacta de R-modulos; es decir, im d» = ker d;.

0) Parauna aplicacion R-lineal f: P — M, tal que d; o f = 0, existe una aplicacién R-lineal f: P— M, tal que

dz Of = f.’
P
af .7 -0
g lf\

MZT>MlT>M0
2 1

1) Para aplicaciones R-lineales d: P — Qy f: Q — M; tales que d; o f od =0, existe una aplicacion R-lineal
f:P— M tal que dyo f = fod:

p—250

|
3f | lf
¥
My —— My —— Mo
2 1
2) Para aplicaciones R-lineales s: P— My, d: P — Q, h: Q — M, tales que
diohod=d;os
existe una aplicacion R-lineal h': P — M, tal que

s=dooh’ +hod.

p—250

' -7
Ve S
K’ h

M, — M, —— My
> dq



(Este diagrama no es conmutativo; las composiciones de aplicaciones nada mds satisfacen las relaciones
mencionadas.)

Demostracion. La parte 0) es practicamente una reformulacién de la definicién de mddulos proyectivos: si
dyo f =0, entonces im f ckerd; = imd, y podemos considerar

B pP
aF .-
s
k/
M T-) imd,
2
En la parte 1), basta aplicar 0) a la composicién fod: P — M:
B P
3 // =
f// \LfN
k/
My —— My —— My
> dy

La parte 2) también resulta de la aplicacion de 0)a s—hod: P — M;:

Una resolucién proyectiva de M es una sucesion exacta
P 2 M p S M0
donde los P, son mddulos proyectivos. En esta situacién vamos a denotar por P. el complejo truncado
.._,pzﬂ.plﬂpo_,()_,o_....

donde P,, estd en el grado n. Al truncar la sucesion exacta de esta manera, se pierde la exactitud en Py.
Especificamente, se tiene
Polimd1 = P(]/kel‘do =M, n=0,

H,(P.) = .
() {0, n#0.
4.2. Teorema (Funtorialidad de resoluciones proyectivas). Sean

d o df

€P
m Py 5P Py M0
dgd a?
= Q= —Q—N-0
dos resoluciones proyectivas y sea f: M — N una aplicaciéon R-lineal.
1) Existe un morfismo de complejos f.: P. — Q. tal que la aplicacion correspondiente fy.: Ho(P.) — Hy(Q.)

coincide con f: M — N.

10



2) Este morfismo de complejos es tinico salvo homotopia.

Demostracion. La primera parte quiere decir que se puede construir una escalera conmutativa

dy df eP
) > Py > Py > M > 0
I I I
I I I
\|/f2 0 \|/f1 0 \|,f° lf \L
d2 dl EQ
> Q2 > Q1 > Qo > N > 0

Esto se hace por induccién usando la parte 1) del lema 4.1. Como la base de induccién podemos tomar el
ultimo cuadrado en el diagrama de arriba. Luego, supongamos que hemos definido f,,-1 v f,-2 que conmutan
condl |y d,?_lz

dy dy_y
Pn —> Pn—1 ) Pn—2
|
:fn \Lfﬂ—l lfn—z
> ag dy,
Qn —> Qn—l —> Qn—z
Entonces,
dS o fur0dh = fusodh odh =0,
———
=0

y se puede aplicar 4.1, 1).

Supongamos ahora que existen dos morfismos de complejos f. y g. como arriba:

ay ar P
> Py > Py > Py > M > 0
fllsyills g ille L]
d; af @
> Q2 > Q1 > Qo > N > 0
Tenemos que construir una homotopia entre ellos:
d dy dy
> P3 > P > Py > Py > 0
// // // //
// // // ///
h 7 h 7 h 7
3183 j// |8 i// fill& E// fol |80 ///
7 7 Ve 7
e 7 7 7
7z 7 7 7
e e e W
> Qs > Q2 > Q1 > Qo > 0
Necesitamos definir aplicaciones h,: P, — Q.+ tales que
P
(4.1) fo=8n=hprod;+d2 oy

De nuevo, esto se hace por induccién usando el lema 4.1. Para la base de induccién n = 0" necesitamos
definir hy: Po — Q; tal que fo—go = d? o hy. Para esto consideremos el diagrama

“Jorge tenia razén en clase: jhay que tener mas cuidado con el caso base!

11



Aqui tenemos
%o (fo—go) =€o fy—cVogo=foe’ — foc? =0.

Supongamos ahora que hemos definido las aplicaciones hasta h,-; que satisfacen las identidades (4.1).

d? ar
n+l n
Pn+1 > Pn > Pnfl
7
e
o
fue1 ]| | 8n+1 ri// fu) | 8n fa1] | 8n—1
7
z// Q Q
d d
n+l n
Qn+1 > Qn > anl

Para poder aplicar la parte 2) de 4.1, necesitamos comprobar que
d,?o hu-1 Odﬁ = dr? o (fu—8gn)-
En efecto, puesto que f. y g. son morfismos de complejos, se tiene

“4.1)
d2o(fu—gn) = (fu1—gn-1odl =’ (hyg0d’ | +dSoh, )odl

=hygodl jodl+d2oh, 1odb =dloh, od}
——
=0
(aqui la igualdad marcada por (4.1) usa la hip6tesis de induccién). [ |

4.3. Corolario. Las resoluciones proyectivas son tinicas salvo equivalencia homotdpica (véase la definicion 1.6):
si para un R-médulo M hay dos resoluciones proyectivas

P P

d. P
=Py P L Py M =0
g a?
Q= Qq—Q—M-0
entonces hay una equivalencia homotopica entre los complejos P. y Q..

Demostracion. Segun la parte 1) del teorema, existen morfismos de complejos f.: P. — Q. y g.: Q. — P. tales
que
Jox =id: Ho(P.) — Ho(Q.), 8o+ =1id: Hp(Q.) — Ho(P.).

Ahora la composicién g.o f.: P. — P. induce la aplicacién identidad sobre Hy(P.). Sin embargo, el morfismo
identidad de complejos id: P. — P. tiene la misma propiedad, asi que la parte 2) del teorema nos da una
homotopia g. o f. ~idp,. Las mismas consideraciones producen una homotopia f. o g. =idy,. [ |

5 El lema de la herradura

Ahora vamos a probar que las resoluciones proyectivas pueden ser escogidas de manera compatible con
sucesiones exactas cortas de médulos.

5.1. Proposicion (El lema de la herradura). Sea

o-MLEmMEZ M —0
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una sucesion exacta corta de R-modulos y sean

e!

dy
=P, =P —P >M-0

da’ da’ "

"n 2 /" n € 1"

Py 2 pr L pr M 0
resoluciones proyectivas de M’ y M" respectivamente. Entonces, existe una resolucion proyectiva
ds d
P2 p L pSM—0
junto con una sucesion exacta corta de complejos
0— P2 p, 2 pl

donde P, = P}, @ P.) y para todo n en la sucesién exacta corta correspondiente

0— P, plap! 2 pr g

n n n
las aplicaciones i,: x— (x,0) y pn: (x,y) — y son la inclusién y proyeccion candnica.

Demostracion. En el siguiente diagrama (la herradura) tenemos que construir una columna exacta en el
medio compuesta por las sumas directas P, & P),:

P, Py
I Js
P Py
I Js
P, Py
I’ I

~
<
~
2
~
[=]

Aqui no se puede simplemente tomar d,, @ d,,: P, P;, — P,_, @ P_,: el modulo M no necesariamente se
identifica con M’ & M" (es decir, no se supone que la fila exacta se escinde).
Consideremos la composicion ioe’: P) — M’'. Luego, dado que p es epi y P/ es un mddulo proyectivo,
Of 0o 4 p 0
existe una aplicacion e”: Pj — M" tal que poe” =¢€". Estas dos aplicaciones inducen
—(ioe - P! "
€:=(ioc,e"): Pyo Py - M

que hace conmutar el diagrama

13



0—— P —s plap! 2y pr — 50

o 0 l\ 'E/l

1

> M’ > M" > 0
0 0 0

Ademas, dado que €' y €” son epimorfismos y las filas son exactas, ¢ es también un epimorfismo por el
lema del tres. Para proceder con la construccién, consideremos los nicleos de ¢,¢,¢”:

0 0 0
0 S kere' S kere S kere” > 0
0 y Py —2 Plop] —2 pl s 0
joe’ e
PN 2 )
0 s M LM —2 s m S 0
0 0 0

Dado que ¢’ es un epimorfismo, el lema de la serpiente aplicado a las tltimas dos filas nos dice que la primera
fila es también exacta (en general, kere — kere’ no es un epimorfismo y su imagen es igual al nicleo de
6: kere” — cokere’, pero cokere’ = 0).

Por la exactitud de resoluciones P,y P/, tenemos kere’ = imd; y kere” = imdj/, asi que se tiene un dia-
grama

i p1

0 P’ eaP” — P” > 0
l()Od d”
l 7 Idl / l "
0 s kere’ kere s kere” > 0
0 0 0

donde la flecha d; : P} @ P} es un epimorfismo que se obtiene de la misma manera que en (5.1). Ahora basta
tomar como d; la composicién

a
P ® P} = kere — Py & P}.
Tenemos
i p1
0 > Pl —— PloP/ > P >0
_ I O
| @ G
i Po
di| kere’ —>— kere —— kere” |df
\ pl b o " Po oy R
0 > P > PloPp] > P > 0
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Se puede proceder por induccién usando la misma idea: consideremos
kerd, =imd,, kerd;, kerd; =imd,,

etcétera. [ ]

6 Funtores derivados izquierdos

Nos va a interesar la siguiente situacion. Sea F: R-Mdd — R-Maéd un funtor que satisface las siguientes
condiciones.

1) F es aditivo, en el sentido de que para cualesquiera M y N la aplicacién correspondiente

Hompg(M, N) — Homg (F(M), F(N)),
f—FE)

es un homomorfismo de grupos abelianos.

2) F es exacto por la derecha; es decir, toda sucesién exacta corta de R-modulos
0-M—->M—-M"'—-0

induce una sucesion exacta
FM)—FWM)—FM") -0

6.1. Ejemplo. Para todo R-mddulo fijo N el funtor F(M) := M®g N es aditivo y exacto por la derecha. En lo
que sigue, el lector puede pensar en — ®g N en lugar de F. A

Los funtores aditivos cumplen las siguientes propiedades importantes.

6.2. Observacion. Todo funtor aditivo F: R-Mod — R-Mad preserva

1) sucesiones exactas cortas escindidas

oM LMmem P M —0
donde i'": m' — (m',0)y p": (m',m") - m";
2) complejosy morfismos de complejos de tal manera que F induce un funtor aditivo Com(R-Méd) — Com(R-Méd);

3) homotopias entre complejos y equivalencias homotdpicas.

Demostracion. Recordemos que un diagrama

pl pll
M’ —F M’GBM”  m— MN

1 1
satisface la propiedad universal de producto o coproducto si y solamente si se cumplen las identidades

p/oi’:idM/, p”oi/’:idM//,
p”oi,:OMrMu, ploi”:OMqu,
ilop/ + i”O p// — idM/eM”-
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Siendo un funtor aditivo, F va a inducir el diagrama

F(p)) E(p")
F(M") _><— FM' e M") <:> F(M™)
F(@i" F(@i")

junto con las identidades
F(p")oF(i") =idrary, F(p")oFi")=idruam),
F(p")oF(i") = 0paunraumy,  F(P) o FG") = 0pamyrour),
F(i"oF(p")+ F(i") o F(p") =idromremr)
que implican que F(M'® M") con las aplicaciones F(p'), F(p"), F(i'), F(i") satisface la propiedad universal de
F(M") @ F(M"). En particular, la sucesién exacta
0 ML Mmem M —0

va a inducir una sucesién exacta
0— FoM") 22 pov’ e M7 KGR F(M")—0
Esto establece la parte 1).
Ahora si tenemos un morfismo de complejos f. — M. — N,

n+l1

aM am
o My — My — My — -

\Lfnﬂ " \Lfn " lfn—l

n+l

fo— Npst =5 Ny = Nyop —— -

al aplicar F, nos queda el diagrama

FaM) Fd))
i — F(Myy) —= F(M,) —= F(Mp_;) — ---

lF(fnu) \LF(fn) J/F(fn—l)
F(dh)

F@y.))
s ——% F(Nps1) —=5 F(Np) — F(Np_1) — ---

.1 = 0 para todo n. Siendo un funtor aditivo, F debe preservar las
aplicaciones nulas, asi que vamos a tener F(d)o F(dM ) = 0 para todo n, lo que significa que F(M.) junto
con los diferenciales F(d) es también un complejo. De la misma manera, si se cumple dY o f,, = f;,-1 0 dM
paratodo n, entonces F(dY)oF(f,) = F(fy-1)oF(dM), 1o que demuestra que F(f.) es un morfismo de complejos

F(M.) — F(N.). Esto verifica la parte 2).

Si M. es un complejo, entonces dM o a™

De modo similar, si tenemos una homotopia 4. entre dos morfismos de complejos f.,g.: M. — N,

iy ax
n n
> Mn+1 > Mn > Mn—l >
hn
fne1 | | 841
NN N
d
n+1
4 Nn+1 >




fun—8n=hn Odfy+d,ﬁv+1 ohy,

entonces al aplicar F se ve que F(h.) es una homotopia entre F(f.) y F(g.):

FaM) F(dM)
> F(Mp+1) > F(My) > F(Mp-1)

N2

F(hp)

F(fn+1) | | F(8n+1) F(fn) F(fn-1) | | F(8n-1)

F(drlzvﬂ) N F[dflv) N

> F(Npt1) > F(Mpy) > F(Mp-1)

N2

E(fn) = F(gn) = F(hp-1) o F(d) + F(dY, ) o F(hy).

Ahora si para dos complejos M. y N. hay una equivalencia homotoépica dada por morfismos de complejos
for Mo — N.y g.: N. — M. tales que g.of. =idy, y f.og. =idy,, entonces al aplicar F se obtienen homotopias
F(g.)oF(f.) =idpm.) V F(f.) o F(g.) =idp(.)- Esto establece la parte 3). [ |

6.3. Construccion. Sea F: R-Mod — R-Mad un funtor aditivo exacto por la derecha. Para un R-mddulo M
escojamos una resolucién proyectiva

.._.pzﬂ,plﬂpoiM_,o
Luego, el n-ésimo funtor derivado izquierdo de F evaluado en M viene dado por

ker(F(P,) L9 g, 1)

. F(dp+1)
im(F(Ppy1) —= F(Py))

L,F(M):= H,(F(P.)) :=

6.4. Proposicion. Sea F: R-Mod — R-Mod un funtor aditivo exacto por la derecha.
1) La construccion de arriba define a L, F de modo tinico salvo isomorfismo.
2) Para todo n se tiene un funtor aditivo L,F: R-Mo6d — R-Mad.
3) Para n =0 hay un isomorfismo de funtores LyF = F: R-Méd — R-Mad.
4) Si P es un R-mddulo proyectivo, entonces L, F(P) =0 para todo n = 1.

Demostracion. Hay que verificar que la eleccién de resoluciéon proyectiva P. —» M no afecta el resultado. De
hecho, si Q. — M es otra resolucién proyectiva, entonces, como notamos en 4.3, habra una equivalencia ho-
motdpica entre P. y Q.. Siendo un funtor aditivo, F preserva esta equivalencia y luego H, (F(P.)) = H,(F(Q.))
para todo n. Esto establece 1).

Enlaparte 2), dada una aplicacion R-lineal f: M — N, podemos escoger resoluciones proyectivas P. —» M
y Q. — N,y luego seglin 4.2, f induce de manera Ginica salvo homotopia un morfismo de complejos f: P, —
Q. tal que fio = f: Ho(P.) — Ho(Q.). Al aplicar F, se obtiene un morfismo de complejos F(f.): F(P.) — F(Q.),
y sacando la n-ésima homologia, se tiene

Hy(F(f)): Hy(F(P.)) — Hp(F(Q.)),

lo que sera la aplicacién correspondiente

LnF(f): LpnF(M) — Ly F(N).
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El hecho de que L, F son funtores aditivos sigue de que F es un funtor aditivo y H,: Com(R-Méd) — R-Maéd
son también funtores aditivos.

Ahora en la parte 3), dado que F es exacto por la derecha, notamos que una resolucién proyectiva para
M

d d
PP P S M0

induce una sucesion exacta

F(dy) F
F(Py) 22 ppg) £ vy — 0

Ahora por la definicién, LoF(M) es la homologia en el grado 0 del complejo

F(d,) F(dy)
oo F(Py) — 2 F(P) — F(P)) = 0—0— -+-

es decir,
LoF (M) = coker F(d;).

pero la sucesion exacta de arriba nos dice que
coker F(dy) = F(M).

Se comprueba facilmente que el isomorfismo LyF(M) = F(M) es natural en M; es decir, es un isomorfismo
de funtores.

Para la parte 4), notamos que si P es proyectivo, entonces se puede tomar como su resolucién
id
5 0—-0—-PSpP_0-...

Luego, L, F(P) corresponde a la n-ésima homologia del complejo

> 0—0—FP)—0—0—---
donde F(P) estd en el grado 0, y entonces
FP), n=0,
L,F(P)=
0, n#0.

Entonces, a partir de un funtor aditivo exacto por la derecha F: R-M6d — R-Mdd hemos construido una
familia de funtores
L,F: R-Méd — R-Méd
que para n =0 coinciden con F. La razén de ser de estos funtores para n > 0 es el siguiente resultado.
6.5. Proposicion. Sea F: R-Mod — R-Mad un funtor aditivo exacto por la derecha. Toda sucesion exacta corta
de R-mddulos )
o—MLIMEM -0
induce de manera natural una sucesioén exacta larga

LoF(i) LaF(p)
o —— LyF(M') —— L,F(M) —— L,F(M") j

On
Ly1( Ly-1(p)
[—> LooiM) 228 1o 28 L (M) —— -

. LiF() LiF(p) "
o — LLIF(M) —— LiF(M) —— LiF(M") j

[—> y F@) o Fip) "
FM) ——— F(M) ——— F(M") —— 0
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Demostracion. Aqui el punto importante es la posibilidad de escoger resoluciones proyectivas de M’, M, M"
de modo compatible. El lema de la herradura (véase 5.1) a partir de resoluciones proyectivas P, — M’y
P! — M" nos da una resolucién proyectiva P, — M tal que P, = P, ® P, y hay una sucesidn exacta corta de
complejos

A

0—P. Lp pl_o

que se ve en cada grado como
; x—(x,0)

0—P,———P,&P

n

n 6=y
n

Pl—0

Siendo un funtor aditivo, F va a preservar estas sucesiones escindidas, y tendremos sucesiones exactas
cortas
0— F(P,)— F(P,®P))— F(Pl)—0

que conforman una sucesion exacta corta de complejos

i F(p.
0—FP) 29 ppy 222 ppry o

Pasando a la sucesion exacta larga correspondiente en homologia (véase 2.2), se obtiene la sucesién exacta
deseada con los funtores L, F. [ |

6.6. Proposicion. Sea F: R-Mad — R-Moéd un funtor aditivo exacto por la derecha. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) F es un funtor exacto (es decir, es también exacto por la izquierda);

2) LLF=0;

3) L,F=0paratodon=1.
Demostracion. Obviamente, 2) = 1): si L; F = 0, entonces toda sucesion exacta

0o-MEIMEM —0
va a inducir una sucesién exacta
o> LiF(M') - LiF(M) — LiF(M") - F(M) O, pov ), FM"—0

donde L, F(M") =0, y por lo tanto F(i) es inyectiva.

Ahora supongamos que F es exacto. Para todo R-mddulo M podemos escoger un epimorfismo p: P - M
donde P es proyectivo (por ejemplo, libre) y luego tomar K := ker p. Esto nos da una sucesién exacta corta

0—-K-pPlMm—o

que induce una sucesién exacta larga

= Ly(K) — L1 (P) — Li(M) 2= Fi) 22 F(P) — F(M) — 0

Dado que P es proyectivo, aqui L; (P) = 0. Luego, la exactitud de la sucesién de arriba significa que §, es una
inyeccién. Sin embargo, si F es exacto por la derecha, entonces F(i) es inyectiva e imd; = ker F(i) = 0. Esto
implica que L; (M) = 0, y establece la implicacién 1) = 2).

La condicion 2) evidentemente sigue de 3), asi que falta probar la implicacion 3) = 2). Usemos el mismo
truco: para un R-mddulo M se puede escoger una sucesion exacta corta

0-K—-P—-M-0

“Este truco se llama el desplazamiento de la dimensién.
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que nos dara una sucesion exacta larga
= Ly F(P)— Lpyn1 F(M) — L, F(K) = Ly F(P) — -+

Dado que P es proyectivo, tenemos L, F(P) = 0 para todo n = 1, asi que de la sucesion exacta de arriba se

obtienen isomorfismos -
On+1: Lpy1 F(M) — L, F(K)

para n = 1. Podemos proceder por induccién. La base de induccién es la hipétesis L; F = 0. Luego, suponga-
mos que L, F = 0. Entonces, los isomorfismos de arriba nos dicen que Ly F =0. [ ]

7 Funtores Tor

Ahora estamos listos para aplicar nuestra teoria al caso de productos tensoriales.

7.1. Definicion. Sean My N un R-moédulos. El n-ésimo funtor Tor esta definido por
Tor® (M, N) := L,,(- 8z N)(M).
En otras palabras, si
P, 2 NPy S M0
es una resolucién proyectiva de M, entonces el médulo Tor? (M, N) se define mediante
dp®id

ker(P, g N 225 P,_1 ®r N)

R — —
Tor,, (M, N) := Hy (P, ®g N) := T

im(Py11 ®g N P, ®g N)
Resumamos los resultados de la seccion anterior para este caso particular.

1) TorZ(-, N) son funtores aditivos R-M&d — R-Méd. En particular, estos funtores preservan sumas di-

rectas binarias:
Tor® (My @ My, N) = Torf (M), N) @ TorR (Ms, N).

2) Hay un isomorfismo natural Torg(M, N)=M®gN.
3) Si P es un R-mddulo proyectivo, entonces Tor? (P, N) = 0 para todo n > 1.

4) Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) N es un R-moddulo plano; es decir, — ®x N es un funtor exacto;
b) Tor® (M, N) =0 para todo R-médulo M;
c¢) Tor®(M, N) =0 para todo R-médulo My n>1.

5) Toda sucesion exacta corta de R-mddulos
0-M-M-M'—-0

induce de manera natural una sucesioén exacta larga
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s —— TorB(M',N) ——— TorB(M,N) ——— Torf(M", N) j

£—> Torf | (M',N) —— Tor}_,(M,N) —— Torf_|(M",N) —— ---

coo — Torf(M',N) ——— Torf(M,N) ——— Torf(M",N) j

£—> M&N —— M®rN —— M"®y N —— 0
7.2. Proposicion.
1) Definido de este modo, Tor® (M, N), es también un funtor aditivo en N.
2) Hay isomorfismos naturales Tor® (M, N) = Tor® (N, M) para todo n.

Demostracion. Voy a omitir la prueba. Hay dos modos de hacerlo: usando las sucesiones espectrales (véase
el libro de Weibel) y la propiedad universal de funtores derivados (véase el articulo de Tohoku). [ |

7.3. Ejemplo. Calculemos algunos de los funtores TorZ para R = Z; es decir, para grupos abelianos. Primero
notamos que para todo grupo abeliano A se puede escoger un epimorfismo Fy — A desde un grupo abeliano
libre Fy. Luego, su nucleo F, c Fy también debe ser libre, siendo un subgrupo de un grupo abeliano libre”.
Tenemos entonces una resolucién libre” muy corta

0—F % F—A-0

Luego, por la definicion, Tor (A, B) es el n-ésimo grupo de homologia del complejo

dy®id
-+—>0—F,®zB !

Fp®zB—-0—---
asi que Tor =0 para n #0,1. Otro modo de verlo es considerar la sucesién exacta larga correspondiente
-« — Tor (Fy, B) — TorZ (Fy, B) — Tor% (A, B) — Tor,,_1 (F1, B) — Tor,,_ (Fy, B) — - -

donde TorZ (F;, B) = Tor4 (Fy, B) = 0 para todo n > 1, dado que Fy y F; son libres (en particular proyectivos).
Para n =1 tenemos Tor? (4, B) = A®z B. Recordemos algunos célculos de productos tensoriales.

B YA ZInzZ Q Q/z
A
YA VA ZInzZ Q Q/z
ZlmZ ZlmZ Z/(m,n)Z 0 0
Q Q 0 Q 0
Q/z Q/z 0 0 0

Algunos valores de A®z B

“Si R es un dominio de ideales principales (en particular R = Z), entonces todo submédulo de un R-médulo libre es también libre.
Sobre un anillo general R, esto es totalmente falso.
" Por las mismas razones, sobre un dominio de ideales principales R, todo R-mddulo proyectivo es libre.
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Podemos deducir todos estos calculos de sucesiones exactas, y a la vez calcular Tor? (4, B).

1) Hay isomorfismos naturales
707 A= A®zZ = A.

2) Dado que Z es un grupo abeliano libre (y en particular Z-médulo proyectivo), se tiene
Tor? (z, A) = Tor? (A, Z) = 0.
3) La sucesion exacta
0-2"5%72—-2InZ—0
al tomar el producto tensorial con A produce una sucesion exacta
0 — Tor (Z, A) — Tor, (Z, A) — Tor, (Z/nZ,A) — A~ A—ZInZ®7 A— 0
—_——
=0 =0
De donde sigue que
ZInZ®7 A= coker(A = A) = AlnA,
TorZ(Z/nz, A) = ker(A~% A) = Alnl:={x€ Al n-x=0}.
Notamos que Tor?(Z/nz, A) nos da precisamente el subgrupo de n-torsién en A. El nombre de Tor

viene de la palabra “torsién”. En particular, tenemos

ZInZ
ZImZ®zZInZ=
mZlnZ
ZInZe;Q=Q/nQ =0,
Q/z
ZInZe;QIZ= —— =0,
nQ/z
usando que Q y Q/Z son grupos divisibles, asi que para todo n=1,2,3,... 1a multiplicacién por n sobre
ellos es sobreyectiva. De la misma manera, calculamos

=7Z/(m,n)Z,

Torf (Z/mZ,Z/n2Z) = (ZImZ)[n) = Z/(m,n)Z,
Torf (Z/nZ,Q) = Q[n] =0,
1

n

n—1

) yeeey

Tor! (2/nZ,Q/Z) = (Q/2)[n) = { [%

]};zmz.

3) Q es una localizacién de 7, asi que es un Z-mdédulo plano, y luego
Tor; (A, Q) = Tor; (Q, A) =0.

4) Tenemos
Q/Z87;Q/Z=Q8;Q/Z=0,

dado que Qy Q/Z son grupos divisibles (la multiplicacién por n es sobreyeciva para todo n=1,2,3,...),
pero Q/Z es un grupo de torsién (para todo x € Q/Z existe n=1,2,3,... tal que n-x =0).

5) Consideremos la sucesion exacta corta
0-7Z—Q—Q/Z—0
Al aplicar — ®7 Q/Z, nos queda la sucesién exacta

0 — Tor (Z,Q/2) — Tor? (Q,Q/2Z) — Tor (Q/Z,Q/7) — Q/Z - Q®;Q/Z — Q/Z®7 Q/Z — 0
. v —— N et

=0 =7) =0 =0

de donde se puede concluir que
Tor (Q/Z,Q/2) = Q/Z.
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6) Podemos calcular directamente que Q ®7 Q = @, o notar que la sucesion exacta corta
0-7Z—Q—Q/Z—0
induce una sucesion exacta corta

Tor{ (Q/Z,Q) ~ Q— Q®7Q—Q/Z®7Q—0
N —r’ N———

=0 =0
B
yA ZInZ Q Q/z
A
z 0 0 0 0
ZImz 0 ZI(m,nZ 0 ZImz
Q 0 0 0 0
Q/z 0 ZInZ 0 Q/z

Algunos valores de Tor? (4, B)
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